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-ACROECONOMISTSÅOFTENÅEMPLOYÅ TIME
INVARIANTÅ LINEARÅ DYNAMICÅ STRUCTURALÅMODELSÅ TOÅESTIMATEÅ THE

RESPONSESÅOFÅECONOMICÅVARIABLESÅTOÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENTÅSTRUCTURALÅ SHOCKS�Å Å%CONOMETRICÅMODELSÅOF

THISÅ FORMÅ IMPLICITLYÅ ASSUMEÅ THATÅ THEÅ ECONOMICÅ VARIABLESÅ INÅ THEÅ SYSTEMÅAREÅ LINEARÅ STOCHASTICÅ PROCESSES��

4HEÅRESPONSEÅOFÅAÅLINEARÅSTOCHASTICÅPROCESSÅTOÅAÅSHOCKÅISÅCOMPLETELYÅCHARACTERIZEDÅBYÅTHEÅCOEFFICIENTSÅINÅITS

MOVINGÅAVERAGEÅ REPRESENTATION�ÅCALLEDÅ THEÅ IMPULSEÅ RESPONSEÅ FUNCTION�Å Å!NALYSISÅ OFÅ THEÅ IMPULSEÅ RESPONSE

FUNCTIONSÅ HASÅ BEENÅ WIDELYÅ USEDÅ TOÅ STUDYÅ LINEARÅ MACROECONOMICÅ MODELSÅ OFÅ THEÅ BUSINESSÅ CYCLE�Å MONEY

DEMAND�ÅANDÅTHEÅMONETARYÅTRANSMISSIONÅMECHANISM��

)FÅTHEÅECONOMYÅISÅNON
LINEAR�ÅITSÅRESPONSEÅTOÅAÅSHOCKÅISÅMUCHÅMOREÅCOMPLEX�ÅANDÅANÅECONOMETRIC

MODELÅTHATÅERRONEOUSLYÅASSUMESÅLINEARITYÅWILLÅNOTÅCAPTUREÅIMPORTANTÅCHARACTERISTICSÅOFÅTHEÅRESPONSEÅTOÅA

SHOCK�ÅÅ)NÅPARTICULARÅLINEARÅSYSTEMSÅEXHIBITÅTHEÅPRINCIPLEÅOFÅSUPERPOSITION�ÅWHICHÅMEANSÅTHAT�ÅIFÅTHEÅINPUT

TOÅAÅLINEARÅSYSTEMÅISÅAÅSUMMATIONÅOFÅSINEÅWAVESÅOFÅGIVENÅFREQUENCIES�ÅTHEÅOUTPUTÅWILLÅBEÅAÅSUMMATIONÅOF

SINEÅWAVESÅWITHÅTHEÅSAMEÅFREQUENCIES�ÅÅ4HEÅPRINCIPLEÅOFÅSUPERPOSITIONÅDOESÅNOTÅHOLDÅFORÅNON
LINEARÅSYSTEMS�

4HEREFORE�ÅNON
LINEARÅECONOMICÅSYSTEMSÅHAVEÅHIGHLYÅCOMPLEXÅRESPONSESÅTOÅSTRUCTURALÅSHOCKS�ÅWHICHÅMAKES

ITÅ VERYÅ DIFFICULTÅ TOÅ ISOLATEÅ THEÅ SOURCESÅ OFÅ BUSINESSÅ CYCLEÅ VARIATION�Å Å &ORÅ EXAMPLE�Å INÅ AÅ LINEARÅ ECONOMIC

MODEL�ÅAÅPOLICYÅSHOCKÅCANÅINDUCEÅVARIATIONÅINÅREALÅOUTPUTÅONLYÅATÅTHEÅSAMEÅFREQUENCYÅASÅTHEÅSHOCK�ÅÅ4HIS

ASSUMPTIONÅISÅIMPLICITÅINÅMANYÅSTUDIESÅOFÅTHEÅBUSINESSÅCYCLE��ÅÅ)NÅAÅNON
LINEARÅECONOMICÅSYSTEM�ÅBUSINESS

CYCLEÅVARIATIONÅCANÅBEÅINDUCEDÅBYÅAÅPOLICYÅSHOCKÅOFÅANYÅFREQUENCY�ÅBECAUSEÅTHEÅPOLICYÅSHOCKÅCANÅINTERACT

NON
LINEARLYÅWITHÅOTHERÅSTRUCTURALÅDISTURBANCES�Å�

)NÅ THISÅPAPER�ÅWEÅADAPTÅAÅWELL
KNOWNÅUNIVARIATEÅ TESTÅ FORÅNON
LINEARITYÅ TOÅ TESTÅAÅ SYSTEMÅOFÅ NON


STATIONARYÅMACROECONOMICÅ VARIABLESÅ FORÅ NON
LINEARÅ DYNAMICS�Å Å7EÅ FOCUSÅ ONÅ THEÅ CASEÅ OFÅ INTEGRATEDÅ AND

POSSIBLYÅCO
INTEGRATEDÅSYSTEMS�Å Å7EÅUSEÅ(ALLÅANDÅ(EYDEjSÅ �����	Å REPRESENTATIONÅ THEOREMÅ TOÅSHOWÅ THESE

STATIONARYÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ WILL�Å GENERALLY�Å BEÅ NON
LINEARÅ STOCHASTICÅ PROCESSES�Å ANDÅ DEVELOPÅ A

SEQUENTIALÅESTIMATIONÅPROCEDUREÅTOÅTESTÅTHEÅSTATIONARYÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅFORÅNON
LINEARITY�

)NÅ3ECTIONÅ )�ÅWEÅPROVIDEÅ BASICÅ RESULTSÅ ONÅ TESTINGÅ STATIONARYÅ TIMEÅ SERIESÅ FORÅ NON
LINEARÅ DYNAMICS

USINGÅPOLYSPECTRALÅMETHODS�Å Å(INICHÅ �����	Å DERIVESÅ AÅ TESTÅ FORÅ NON
LINEARITYÅ BASEDÅ ONÅ THEÅ PROPERTYÅ THAT
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STATIONARYÅLINEARÅSTOCHASTICÅPROCESSESÅHAVEÅFLATÅBISPECTRA��Å4HEÅ(INICHÅBISPECTRUMÅTESTÅEXPLICITLYÅ REQUIRES

STATIONARITYÅOFÅTHEÅPROCESSÅBEINGÅTESTED��

)NÅ ORDERÅ TOÅ APPLYÅ THEÅ BISPECTRUMÅ TEST�Å NON
STATIONARYÅ DATAÅ MUSTÅ BEÅ TRANSFORMEDÅ TOÅ PRODUCE

STATIONARYÅ DATA�Å Å/NEÅ TYPEÅ OFÅ NON
STATIONARITYÅ THATÅ HASÅ BEENÅ EXTENSIVELYÅ INVESTIGATEDÅ INÅ ECONOMICSÅ IS

INTEGRATION�ÅÅ!ÅTIMEÅSERIESÅ THATÅ ISÅ INTEGRATEDÅOFÅORDERÅDÅHASÅAÅSTATIONARYÅDTHÅ DIFFERENCE�Å )NTEGRATEDÅ TIME

SERIESÅ CANÅ BEÅ REDUCEDÅ TOÅ STATIONARITYÅ EITHERÅ BYÅ DIFFERENCINGÅ THEÅ LEVELÅ OFÅ THEÅ SERIES�Å ORÅ THROUGHÅ CO


INTEGRATION��Å #O
INTEGRATIONÅ HASÅ BECOMEÅ ONEÅ OFÅ THEÅ MOSTÅ IMPORTANTÅ EMPIRICALÅ CHARACTERIZATIONSÅ OF

MACROECONOMICÅ TIMEÅ SERIES�Å ANDÅ EMPIRICALÅ ANALYSESÅ AREÅ OFTENÅ CONDITIONEDÅ ONÅ THEÅ INTEGRATIONÅ ANDÅ CO


INTEGRATIONÅPROPERTIESÅOFÅTHEÅDATA��

)NÅ3ECTIONÅ))�ÅWEÅUSEÅAÅREPRESENTATIONÅTHEOREMÅDUEÅTOÅ(ALLÅANDÅ(EYDEÅ�����	ÅTOÅSHOWÅTHATÅTHEÅCO


INTEGRATIONÅRELATIONSÅOFÅANÅINTEGRATEDÅSYSTEMÅAREÅGENERALLYÅSTATIONARYÅNON
LINEARÅPROCESSES��Å7EÅPROPOSEÅA

SEQUENTIALÅ NON
PARAMETRICÅ TESTINGÅ PROCEDUREÅ TOÅ TESTÅ STATIONARYÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ FORÅ NON
LINEAR

DYNAMICS�Å Å"IERENSÅ ������Å ����	Å DEVELOPEDÅ AÅ NON
PARAMETRICÅ TESTÅ FORÅ CO
INTEGRATION�Å BASEDÅ ONÅ(ALLÅ AND

(EYDEjSÅ THEOREM�Å Å4HISÅ TESTÅ DOESÅ NOTÅ REQUIREÅ LINEARITY�ÅWHICHÅ IMPLIESÅ THATÅ THEÅESTIMATEDÅCO
INTEGRATION

RELATIONSÅAREÅVALIDÅEVENÅIFÅ THEÅSYSTEMÅ ISÅ NON
LINEAR�Å Å7EÅCANÅ TESTÅ THEÅ RESULTINGÅCO
INTEGRATIONÅ RELATIONS�

WHICHÅAREÅSTATIONARY�ÅFORÅNON
LINEARÅ DYNAMICSÅ USINGÅ VARIANTSÅ OFÅ(INICHjSÅ �����	Å NON
PARAMETRICÅ TESTÅ FOR

NON
LINEARITY�ÅÅ'RANGERÅ�����	ÅPROPOSESÅSEVERALÅNON
LINEARÅGENERALIZATIONSÅOFÅCO
INTEGRATIONÅINCLUDINGÅNON


LINEARÅERROR
CORRECTION�Å Å )FÅOURÅ TESTÅ REJECTSÅ LINEARITYÅOFÅ THEÅSTATIONARYÅCO
INTEGRATIONÅ RELATIONS�Å NON
LINEAR

ERROR
CORRECTIONÅISÅONEÅPOSSIBILITY�

)NÅ3ECTIONÅ)))�ÅWEÅAPPLYÅOURÅTESTÅTOÅAÅSYSTEMÅOFÅSHORT
TERMÅ5�3�ÅINTERESTÅRATESÅASÅANÅILLUSTRATION�

7EÅ SHOWÅ THATÅ THEÅ 4REASURYÅ BILLÅ RATE�Å THEÅ COMMERCIALÅ PAPERÅ RATE�Å ANDÅ THEÅ FEDERALÅ FUNDSÅ RATEÅ AREÅ CO


INTEGRATEDÅ OVERÅ THEÅ PERIODÅ ����
�����Å Å 3HORT
TERMÅ INTERESTÅ RATESÅ AREÅ WELLÅ SUITEDÅ FORÅ NON
LINEARÅ TESTING�

BECAUSEÅTHEÅPOWERÅOFÅTESTSÅFORÅNON
LINEARÅDYNAMICSÅINCREASEÅSUBSTANTIALLYÅWITHÅSAMPLEÅSIZE�ÅANDÅSHORT
TERM

INTERESTÅRATESÅHAVEÅLARGEÅSAMPLEÅSIZESÅRELATIVEÅTOÅOTHERÅBUSINESSÅCYCLEÅVARIABLES�ÅSUCHÅASÅ REALÅOUTPUTÅAND

INFLATION�Å )NÅ ADDITION�Å DISCRETEÅ SAMPLINGÅ OFÅ AÅ CONTINUOUSÅ TIMEÅ SERIESÅ CAUSESÅ ALIASING�Å WHICHÅ (INICHÅ AND

0ATTERSONÅ �����	Å FOUNDÅ EMPIRICALLYÅ BIASESÅ TESTSÅ FORÅ NON
LINEARITYÅ TOWARDÅ FINDINGÅ LINEARITY���Å Å 7E
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CONSTRUCTEDÅHIGHÅ FREQUENCYÅWEEKLYÅ INTERESTÅ RATEÅ DATAÅ USINGÅANÅ ANTI
ALIASINGÅ FILTER�Å FOLLOWINGÅ(INICHÅ AND

0ATTERSONÅ�����B�Å����	�ÅTHATÅMINIMIZESÅTHEÅEFFECTÅOFÅALIASING���Å5SINGÅVARIANTSÅOFÅ(INICHjSÅ�����	ÅTEST�ÅWE

FINDÅTHATÅTHEÅRESULTINGÅSTATIONARYÅLINEARÅCOMBINATIONSÅAREÅNON
LINEAR�ÅÅ4HESEÅRESULTSÅAREÅROBUSTÅTOÅSAMPLE

PERIODÅANDÅSUGGESTÅTHATÅTHEÅUNTESTEDÅLINEARITYÅASSUMPTIONÅIMPLICITÅINÅMANYÅMACROECONOMICÅMODELSÅMAY

BEÅINCORRECT�ÅÅ)NÅPARTICULAR�ÅOURÅANALYSISÅSUGGESTSÅTHATÅINTERESTÅRATEÅSPREADS�ÅWHICHÅAREÅIMPORTANTÅTOÅTHE

MONETARYÅTRANSMISSIONÅMECHANISM�ÅEXHIBITÅNON
LINEARÅDYNAMICS�

!PPENDIXÅ�ÅDESCRIBESÅOURÅBISPECTRUMÅESTIMATORÅANDÅ THEÅ NULLÅ DISTRIBUTIONSÅ OFÅ THEÅ TESTÅ STATISTICS�

!PPENDIXÅ�ÅDISCUSSESÅALIASINGÅANDÅANTI
ALIASINGÅFILTERÅDESIGN�

)�ÅÅ.ON
,INEARITYÅANDÅ0OLYSPECTRALÅ!NALYSIS

,ETÅ tX ÅBEÅAÅ REAL�ÅMEANÅZERO�Å THIRD
ORDERÅ STATIONARYÅSTOCHASTICÅPROCESS���Å Å$EFINEÅ THEÅ FIRSTÅ THREE

CUMULANTSÅ ASÅ ( ) [ ]X tc t E X= �Å
1 2

1 2( , ) [ ]XX t t
c t t E X X= �Å ANDÅ

1 2 3
1 2 3( , , ) [ ]XXX t t t

c t t t E X X X= ���Å Å 4HIRD
ORDER

STATIONARITYÅ IMPLIESÅ ( ) 0Xc t = Å FORÅALLÅ T�Å 1 2( , )XXc t t ISÅAÅFUNCTIONÅONLYÅOFÅ 1 2( )t tτ = − �Å ANDÅ 1 2 3( , , )XXXc t t t ISÅ A

FUNCTIONÅONLYÅOFÅ 1 1 2( )t tτ = − ÅAND 2 2 3( )t tτ = − �ÅÅ7EÅTHEREFOREÅDENOTEÅTHEÅSECONDÅANDÅTHIRD
ORDERÅCUMULANT

FUNCTIONSÅ BYÅ ( )XXc τ Å ANDÅ 1 2( , )XXXc τ τ Å RESPECTIVELY�Å Å 4HESEÅ FUNCTIONSÅ AREÅ ASSUMEDÅ TOÅ BEÅ ABSOLUTELY

SUMMABLE�ÅÅ5NDERÅMILDÅREGULARITYÅCONDITIONS�Å tX ÅHASÅAÅREPRESENTATIONÅOFÅTHEÅFORM�

t u t u
u

X g ε
∞

−
=−∞

= ∑ � ��	

WHEREÅ ug ÅISÅAÅSEQUENCEÅOFÅCOEFFICIENTS�ÅANDÅ tε ISÅAÅSERIALLYÅUNCORRELATEDÅWHITEÅNOISEÅINPUTÅSEQUENCE���ÅÅ)N

THISÅREPRESENTATION�Å tX ÅISÅTHEÅOUTPUTÅOFÅAÅTIME
INVARIANTÅLINEARÅFILTERÅAPPLIEDÅTOÅWHITEÅNOISEÅINPUT�ÅBUTÅITÅIS

NOTÅNECESSARILYÅAÅLINEARÅPROCESS�ÅÅ tX ÅISÅAÅLINEARÅSEQUENCEÅIFÅ tε ÅISÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENT���ÅÅ)NÅGENERAL�

WHITENESSÅISÅNOTÅSUFFICIENTÅFORÅSTOCHASTICÅINDEPENDENCEÅUNLESSÅTHEÅWHITEÅNOISEÅSEQUENCEÅISÅ'AUSSIAN�

4HEÅRESPONSEÅOFÅAÅLINEARÅSEQUENCEÅTOÅAÅSHOCKÅISÅCOMPLETELYÅCHARACTERIZEDÅBYÅTHEÅTRANSFERÅFUNCTION

OFÅTHEÅFILTER�

(2 )( ) i f u
u

u

G f g e π
∞

−

=−∞
= ∑ � ��	



�

)FÅTHEÅINPUTÅTOÅAÅLINEARÅSEQUENCEÅISÅAÅSINEÅWAVEÅOFÅFREQUENCYÅ F�ÅTHEÅOUTPUTÅWILLÅALSOÅBEÅAÅSINEÅWAVEÅWITH

FREQUENCYÅ F�Å Å 4HEÅ AMPLITUDEÅ WILLÅ BEÅ SCALEDÅ BYÅ | ( ) |G f �Å ANDÅ THEÅ PHASEÅ WILLÅ BEÅ SHIFTEDÅ BY

1tan (Im ( ) / Re ( ))G f G f− ���

!ÅGENERALÅMODELÅFORÅAÅNON
LINEARÅSEQUENCEÅIS

2 1 1 2(..., , , , , ,...)t t t t t tX h ε ε ε ε ε− − + += ��	

WHEREÅ tε Å ISÅ STOCHASTICALLYÅINDEPENDENT�Å Å )FÅ8
T
Å ISÅCAUSAL�Å ITÅDOESÅNOTÅDEPENDÅONÅTHEÅFUTUREÅ VALUESÅ OFÅ tε �

4HISÅISÅAÅCOMMONÅASSUMPTIONÅTHATÅWOULDÅNOTÅSUBSTANTIVELYÅAFFECTÅOURÅDISCUSSION�ÅÅ)FÅHÅISÅAÅWELL
BEHAVED

FUNCTIONÅITÅCANÅBEÅREPRESENTEDÅASÅAÅ6OLTERRAÅSERIES���

, , , ...t u t u u v t u t v u v w t u t v t w
u u v u v w

X g g gε ε ε ε ε ε
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− − − − − −
=−∞ =−∞ =−∞ =−∞ =−∞ =−∞

= + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ��	

4HEÅRESPONSEÅOFÅTHEÅNON
LINEARÅSEQUENCEÅTOÅAÅSHOCKÅWILLÅDEPENDÅONÅGENERALIZEDÅ TRANSFERÅ FUNCTIONSÅOFÅ THE

FORM�

(2 )( ) i f u
u

u

G f g e π
∞

−

=−∞
= ∑ �Å 2 ( )

,( , ) i fu gv
u v

u v

G f g g e π
∞ ∞

− +

=−∞ =−∞
= ∑ ∑ �Åb ��	

)FÅTHEÅINPUTÅTOÅAÅNON
LINEARÅSEQUENCEÅCONTAINSÅCOMPONENTSÅWITHÅFREQUENCIESÅFÅANDÅG�ÅTHENÅTHEÅOUTPUTÅWILL

CONTAINÅCOMPONENTSÅWITHÅFREQUENCIESÅF�ÅG�Å ( )f g+ �Å�F�Å�G�Å� ( )f g+ �Å�F�Å�G�Å� ( ),...f g+ �ÅANDÅTHEÅAMPLITUDES

ANDÅPHASESÅOFÅTHESEÅCOMPONENTSÅWILLÅDEPENDÅONÅTHEÅGENERALIZEDÅTRANSFERÅFUNCTIONS�

4ESTSÅ FORÅ LINEARITYÅ ANDÅ'AUSSIANITYÅ CANÅBEÅ BASEDÅ ONÅ THEÅ HIGHER
ORDERÅ POLYSPECTRAÅ OFÅ STATIONARY

SEQUENCES���Å Å )NÅ GENERAL�Å THEÅ KTH
ORDERÅ POLYSPECTRUMÅ ISÅ THEÅ &OURIERÅ TRANSFORMÅOFÅ THEÅ KTH
ORDERÅ CUMULANT

FUNCTION�ÅÅ4HEÅSECOND
ORDERÅCUMULANTÅPOLYSPECTRUMÅ�POWERÅSPECTRUM	ÅISÅDEFINEDÅASÅTHEÅ&OURIERÅTRANSFORM

OFÅ ( )XXc τ �

2( ) ( ) i f
X XXP f c e π τ

τ
τ

∞
−

=−∞
= ∑ �Å

1
| |

2
f < ��� ��	

3IMILARLY�Å THEÅ THIRD
ORDERÅ CUMULANTÅ POLYSPECTRUMÅ �BISPECTRUM	Å ISÅ DEFINEDÅ ASÅ THEÅ SECOND
ORDERÅ &OURIER

TRANSFORMÅOF 1 2( , )XXXc τ τ �

1 2

1 2

2 ( )
1 2( , ) ( , ) i f g

X XXXB f g c e π τ τ

τ τ

τ τ
∞ ∞

− +

=−∞ =−∞

= ∑ ∑ �Å ��	
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( , ) {( , ) :  0 (1/ 2),  g ,  2 1}f g D f g f f f g∈ = < < < + < ���Å Å )FÅ THEÅSECONDÅ ANDÅ THIRD
ORDERÅ CUMULANTÅ FUNCTIONS

AREÅABSOLUTELYÅSUMMABLE�ÅTHENÅTHEÅPOWERÅSPECTRUMÅANDÅTHEÅBISPECTRUMÅEXISTÅANDÅAREÅWELLÅDEFINED�

4HEÅPOWERÅSPECTRUMÅANDÅBISPECTRUMÅCANÅBEÅINTERPRETEDÅUSINGÅTHEÅ#RAM±RÅSPECTRALÅREPRESENTATION

OFÅ tX �

1
2

1
2

2 ( )i ft
t XX e dZ fπ

−
= ∫ � ��	

WHERE�

[ ( )] 0XE dZ f = �Å * 0
[ ( ) ( )]

( )X X

f g
E dZ f dZ g

P f df f g

≠=  =
��	

AND

* 0
[ ( ) ( ) ( )]

( , )X X X

f g h
E dZ f dZ g dZ h

B f g dfdg f g h

+ ≠=  + =
���ÅÅ ���	

4HEÅ POWERÅ SPECTRUMÅ DESCRIBESÅ THEÅ CONTRIBUTIONÅ TOÅ THEÅ EXPECTATIONÅ OFÅ THEÅ PRODUCTÅ OFÅ TWOÅ &OURIER

COMPONENTSÅWHOSEÅ FREQUENCIESÅ AREÅ THEÅ SAME�Å WHEREASÅ THEÅ BISPECTRUMÅ DESCRIBESÅ THEÅ CONTRIBUTIONÅ TOÅ THE

EXPECTATIONÅOFÅTHEÅPRODUCTÅOFÅTHREEÅ&OURIERÅCOMPONENTSÅWHEREÅONEÅFREQUENCYÅISÅEQUALÅTOÅTHEÅSUMÅOFÅTHE

OTHERÅTWO�ÅÅ4HEÅINTEGRALÅOFÅTHEÅPOWERÅSPECTRUMÅISÅEQUALÅTOÅTHEÅVARIANCEÅOFÅTHEÅSEQUENCE�Å (0)XXc �ÅANDÅTHE

POWERÅ SPECTRUMÅ CANÅ BEÅ INTERPRETEDÅ ASÅ AÅ DECOMPOSITIONÅ OFÅ THEÅ VARIANCEÅ BYÅ FREQUENCY�Å Å 3IMILARLY�Å THE

BISPECTRUMÅDECOMPOSESÅTHEÅSKEWNESSÅOFÅTHEÅSEQUENCE�Å (0,0)XXXc �ÅBYÅPAIRSÅOFÅFREQUENCIES�

$EFINEÅTHEÅSKEWNESSÅFUNCTION�Å ( , )X f gΓ �ÅASÅTHEÅNORMALIZEDÅSQUAREÅMODULUSÅOFÅTHEÅBISPECTRUM�

2| ( , ) |
( , )

( ) ( ) ( )
X

X
X X X

B f g
f g

P f P g P f g
Γ =

+
� ���	

,ETÅ tε BEÅ AÅ STOCHASTICALLYÅ INDEPENDENTÅ SEQUENCE�Å THENÅ ( ) (0)P f cε εε= Å ANDÅ ( , ) (0,0)B f g cε εεε= Å FORÅ ALL

( , )f g D∈ �Å Å 4HISÅ IMPLIESÅ THATÅ AÅ LINEARÅ PROCESSÅ HASÅ AÅ CONSTANTÅ SKEWNESSÅ FUNCTIONÅ EQUALÅ TO

2 3( , ) (0,0) (0)X f g c cεεε εε
−Γ = �Å BECAUSEÅ 2( ) | ( ) | ( )XP f G f P fε= Å ANDÅ *( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )XB f g G f G g G f g B f gε= + ���

)FÅTHEÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENTÅINPUTÅSEQUENCEÅISÅALSOÅ'AUSSIANÅTHENÅ (0,0) 0cεεε = ÅANDÅ ( , )X f gΓ ÅWILLÅBE

IDENTICALLYÅZERO�ÅÅ4HESEÅPROPERTIESÅFORMÅTHEÅBASISÅOFÅ(INICHjSÅ�����	ÅANDÅ2AOÅANDÅ'ABRjSÅ�����	ÅTESTSÅOF

'AUSSIANITYÅANDÅLINEARITY�ÅÅ4HEÅTESTSÅUSEDÅINÅTHISÅPAPERÅAREÅBASEDÅONÅ(INICHÅ�����	���ÅÅ4HEÅNULLÅHYPOTHESIS
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OFÅ THEÅ (INICHÅ TESTÅ THATÅ ( , )X f gΓ ISÅ CONSTANTÅ FORÅ ALLÅ FREQUENCYÅ PAIRSÅ ISÅ AÅ NECESSARYÅ BUTÅ NOTÅ SUFFICIENT

CONDITIONÅFORÅLINEARITY���ÅÅ4HESEÅTESTSÅANDÅTHEIRÅDISTRIBUTIONSÅUNDERÅTHEÅNULLÅAREÅDESCRIBEDÅINÅ!PPENDIXÅ��

))�ÅÅ)NTEGRATIONÅANDÅ#O
INTEGRATION

-ACROECONOMICÅTIMEÅSERIESÅOFTENÅAPPEARÅTOÅBEÅSUBJECTÅTOÅPERMANENTÅSHOCKS�ÅANDÅITÅHASÅBECOMEÅA

STANDARDÅPRACTICEÅ TOÅMODELÅ THESEÅ TIMEÅSERIESÅASÅNON
STATIONARYÅ INTEGRATEDÅPROCESSES���Å Å4HEÅPOLYSPECTRAL

TESTSÅ FORÅ NON
LINEARITYÅCANNOTÅ BEÅ APPLIEDÅ DIRECTLYÅ TOÅ INTEGRATEDÅ TIMEÅ SERIES�Å BUTÅ THEYÅ CANÅ BEÅ APPLIEDÅ TO

EITHERÅ THEÅ FIRSTÅ DIFFERENCESÅ ORÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONS�Å Å )NÅ THISÅ SECTION�Å WEÅ DEVELOPÅ AÅMODEL�Å WHICH

PROVESÅTHATÅSTATIONARYÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅGENERALLYÅNON
LINEARÅPROCESSES�

)NITIALLY�ÅWEÅESTABLISHÅSOMEÅNOTATIONALÅCONVENTIONS�ÅÅ,ETÅ ( , , )F µΩ ÅDENOTEÅAÅPROBABILITYÅSPACE�ÅÅ,ET

:T Ω → Ω ÅDENOTEÅAÅONEÅTOÅONEÅERGODICÅMEASURE
PRESERVINGÅSHIFTÅTRANSFORMATION�ÅÅ)FÅÅ 0 ( )X ω ÅISÅAÅRANDOM

VARIABLE�ÅTHENÅ 0( ) ( )t
tX X Tω ω= ÅDEFINESÅAÅ STRICTLYÅ STATIONARYÅERGODICÅSEQUENCE���Å Å(ALLÅANDÅ(EYDEÅ������

PP�Å���	ÅPROVEÅTHATÅ ( )tX ω HASÅAÅREPRESENTATIONÅOFÅTHEÅFORM�

1( ) ( ) ( ) ( )t t t tX Y Z Zω ω ω ω+= + − �Å ���	

WHEREÅ 0( ) ( )t
tY Y Tω ω= Å ISÅ AÅ STATIONARYÅ MARTINGALEÅ DIFFERENCEÅ SEQUENCE�Å ANDÅ 0( ) ( )t

tZ Z Tω ω= Å SUCH

THAT 0 ( )Z ω ISÅIN 1L ���ÅÅ%XPLICITÅFORMULASÅFORÅTHEÅREPRESENTATIONÅAREÅGIVENÅBY�

0 0 1( [ | ] [ | ])k k
k

Y E X F E X F
∞

−
=−∞

= −∑ �Å ���	

AND�

1

0 1 1
0

( [ | ]) ( [ | ])k k k
k k

Z E X F X E X F
∞ −

− −
= =−∞

= − −∑ ∑ �Å ���	

WHEREÅ{ }sF ISÅTHEÅFILTRATIONÅGENERATEDÅBYÅTHEÅSHIFTÅTRANSFORM�

!Å STOCHASTICÅ SEQUENCEÅ ISÅ SAIDÅ TOÅ BEÅ INTEGRATEDÅ OFÅ ORDERÅ ONE�Å (1)I �Å IFÅ THEÅ FIRSTÅ DIFFERENCEÅ OFÅ THE

SEQUENCEÅISÅSTATIONARY���ÅÅ,ETÅÅ tS ÅBEÅAÅQ
DIMENSIONALÅ (1)I ÅVECTORÅSEQUENCE�Å 1( ,..., )T
t t qtS S S= �ÅÅ4HEÅFIRST


DIFFERENCEÅSEQUENCEÅISÅSTATIONARYÅANDÅHASÅTHEÅFOLLOWINGÅREPRESENTATION�

1 1t t t t t t tS S S X Y Z Z− +− = ∆ = = + − � ���	

ÅWHEREÅ tY ISÅAÅSTATIONARYÅVECTORÅMARTINGALEÅDIFFERENCEÅSEQUENCE�ÅANDÅ tZ ÅISÅAÅSTATIONARYÅVECTORÅSEQUENCE���

4HEÅLEVELÅOFÅTHEÅINTEGRATEDÅSEQUENCE
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1 1 0
0

t

t s t
s

S Y Z Z S+
=

= − + +∑ ���	

ISÅ NON
STATIONARYÅ ANDÅ ISÅ DOMINATEDÅ BYÅ THEÅ ACCUMULATEDÅ MARTINGALEÅ DIFFERENCEÅ WHICHÅ GIVESÅ RISEÅ TOÅ THE

PERMANENTÅSHOCKS�

!ÅSYSTEMÅOFÅINTEGRATEDÅTIMEÅSERIESÅISÅCO
INTEGRATEDÅIFÅSOMEÅLINEARÅCOMBINATIONSÅOFÅTHEÅTIMEÅSERIES

AREÅSTATIONARY�ÅÅ#O
INTEGRATIONÅCANÅBEÅDEFINEDÅASÅAÅREDUCEDÅRANKÅCONDITIONÅINVOLVINGÅTHEÅCOVARIANCEÅMATRIX

OFÅTHEÅVECTORÅMARTINGALEÅDIFFERENCE�ÅÅ,ETÅTHEÅCOVARIANCEÅMATRIXÅHAVEÅTHEÅFORM�

  if 
[ ]

0       if 

T
T

t s

CC s t
E Y Y

s t

 =
=  ≠

���ÅÅ ���	

)FÅ#ÅHASÅREDUCEDÅRANK�Å ( )q r− �ÅTHENÅTHEREÅWILLÅEXISTÅRÅNON
TRIVIALÅVECTORSÅ 1 ,..., rβ β �ÅCALLEDÅCO
INTEGRATION

VECTORS�ÅSUCHÅTHATÅ 0T T
j Cβ = �Å FORÅALLÅ 1, ,j r= K �ÅÅ,ETÅ β ÅBEÅTHEÅQÅBYÅRÅMATRIXÅ 1 2 ... rβ β β   �Å Å4HEÅLINEAR

COMBINATIONS�Å T
j tSβ �ÅCALLEDÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅSTATIONARY�ÅFORÅALLÅ 1, ,j r= K ���ÅÅ"YÅCONTRAST�ÅTHE

( )q r− 
DIMENSIONALÅ SEQUENCE�Å T
tSβ⊥ �Å CALLEDÅ THEÅ COMMONÅ STOCHASTICÅ TRENDS�Å ISÅ INTEGRATEDÅ BUTÅ NOTÅ CO


INTEGRATED�ÅWHEREÅ β⊥ ÅISÅTHEÅQÅBYÅ ( )q r− ÅORTHOGONALÅCOMPLIMENTÅMATRIXÅOFÅ β ���

4HEÅQ
DIMENSIONALÅSEQUENCESÅ tS∆ ÅANDÅ T T
tSβ β⊥ ∆  ÅAREÅBOTHÅSTATIONARY���ÅÅ4HEÅCOMPONENTSÅOF

tS∆ ÅHAVEÅTHEÅFORM�

, 1jt jt jt j tS Y Z Z +∆ = + − � ���	

"OTHÅ jtY ÅANDÅ jtZ ÅGENERALLYÅEXHIBITÅNON
LINEARÅDEPENDENCE�ÅALTHOUGHÅ jtY ÅISÅAÅMARTINGALEÅDIFFERENCEÅANDÅIS

NON
FORECASTABLEÅINÅTHEÅMEANÅSQUAREÅMETRIC�ÅSEEÅ(INICHÅANDÅ0ATTERSONÅ�����	�ÅÅ4HEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONS

HAVEÅTHEÅFORM�

1 1 0( )T T T
j t j t jS Z Z Sβ β β+= − + � ���	

ANDÅ HAVEÅ BEENÅ PURGEDÅ OFÅ THEÅ EFFECTSÅ OFÅ THEÅ PERMANENTÅ SHOCKSÅ GENERATEDÅ BYÅ THEÅMARTINGALEÅ DIFFERENCE�

4HESEÅRELATIONSÅAREÅGENERALLYÅNON
LINEAR�ÅBECAUSEÅTHEYÅAREÅLINEARÅCOMBINATIONSÅOFÅTHEÅPOTENTIALLYÅNON
LINEAR

COMPONENTSÅOFÅ 1 1( )tZ Z +− ���

/URÅ PROPOSEDÅMETHODÅ FORÅ TESTINGÅ FORÅ WHETHERÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ AREÅ NON
LINEARÅ ISÅ TOÅ FIRST

DETERMINEÅTHEÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATINGÅVECTORSÅUSINGÅ"IERENSjÅ������Å����	ÅNON
PARAMETRICÅTEST�ÅÅ7EÅTHEN



�

TESTÅTHEÅESTIMATEDÅCO
INTEGRATINGÅRELATIONSÅFORÅ'AUSSIANITYÅANDÅLINEARITYÅUSINGÅ(INICHjSÅ�����	ÅTESTS�ÅÅ4HIS

SEQUENTIALÅMETHODÅALLOWSÅUSÅTOÅTESTÅTHEÅSTATIONARYÅCOMPONENTSÅOFÅTHEÅSYSTEMÅFORÅNON
LINEARÅDYNAMICS�

/URÅ METHODÅ CONTRASTSÅ WITHÅ THEÅ STANDARDÅ APPROACHÅ TOÅ CO
INTEGRATION�Å Å 3TATIONARYÅ LINEAR

COMBINATIONSÅOFÅINTEGRATEDÅVARIABLESÅAREÅUSUALLYÅSPECIFIEDÅTOÅFOLLOWÅAÅLINEARÅ!2-!ÅPROCESSÅORÅAREÅINCLUDED

INÅLINEARÅSTRUCTURALÅMODELS�ÅÅ4HEÅSTANDARDÅLINEARÅVECTORÅERRORÅCORRECTIONÅMODELÅ�6%#-	ÅHASÅTHEÅFORM�

1

1
1

p
T

t t j t j t
j

S S Sαβ ε
−

− −
=

∆ = + Γ ∆ +∑ � ���	

)FÅ THEÅMODELÅ ISÅ CO
INTEGRATEDÅ THENÅ THEÅ QÅ BYÅ RÅ PARAMETERÅ MATRICES�Å α Å ANDÅ β �Å HAVEÅ RANKÅ R�Å Å 4HEÅ CO


INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ ENTERÅ THEÅ MODELÅ LINEARLY�Å THROUGHÅ THEÅ COEFFICIENTÅ VECTORÅ α �Å Å 4HEÅ ERROR
CORRECTION

MODELÅISÅUSUALLYÅESTIMATEDÅUNDERÅTHEÅASSUMPTIONÅTHATÅ tε ISÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENT�ÅWHICHÅIMPLIESÅTHAT

THEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅLINEARÅSTOCHASTICÅPROCESSES�ÅÅ/URÅDISCUSSIONÅSHOWSÅTHATÅCO
INTEGRATIONÅDOES

NOTÅ GENERALLYÅ IMPLYÅ LINEARITY�Å THEREFORE�Å THEREÅ ISÅ NOÅ REASONÅ TOÅ EXPECTÅ tε Å TOÅ BEÅ EITHERÅ 'AUSSIANÅ OR

INDEPENDENT�

'RANGERÅ �����	Å PROPOSESÅ THREEÅ NON
LINEARÅ GENERALIZATIONSÅ OFÅ CO
INTEGRATION�Å Å 4HEÅ FIRST

GENERALIZATIONÅ ISÅ THATÅ NON
LINEARÅ FUNCTIONSÅ OFÅ THEÅ TIMEÅ SERIESÅ MAYÅ BEÅ CO
INTEGRATEDÅ INÅ THEÅ SENSEÅ THAT

1 1( )tg x ANDÅ 2 2( )tg x Å HAVEÅ AÅ DOMINANTÅ PROPERTYÅ THATÅ THEÅ LINEARÅ COMBINATIONÅ OFÅ NON
LINEARLYÅ TRANSFORMED

VARIABLESÅ 1 1 2 2( ) ( )t t tz g x Ag x= − DOESÅ NOTÅ EXHIBIT�Å Å !Å SECONDÅ GENERALIZATIONÅ ISÅ TOÅ ALLOWÅ TIME
VARYINGÅ CO


INTEGRATIONÅ VECTORS�Å Å !Å THIRDÅ GENERALIZATIONÅ ISÅ NON
LINEARÅ ERRORÅ CORRECTION�Å INÅ WHICHÅ THEÅ CO
INTEGRATION

RELATIONSÅWOULDÅENTERÅTHEÅERROR
CORRECTIONÅMODELÅTHROUGHÅAÅNON
LINEARÅFUNCTIONÅF�ÅI�E�

1

1
1
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T
t t j t j t

j

S f S Sβ ε
−

− −
=

∆ = + Γ ∆ +∑ � ���	

!Å NATURALÅ NON
LINEARÅ ERRORÅ CORRECTIONÅ SPECIFICATIONÅ ISÅ TOÅ ALLOWÅ MEANÅ REVERSIONÅ ONLYÅ FORÅ LARGE

DEVIATIONSÅOFÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅFROMÅTHEIRÅMEANS�ÅSOÅTHATÅFÅHASÅTHEÅFORM�

Å
z if z

( )
0 if z
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f z
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>=  ≤
� ���	

)NÅTHISÅCASE�Å T
t tz Sβ= BEHAVESÅLIKEÅAÅUNITÅROOTÅINÅAÅNEIGHBORHOODÅOFÅITSÅMEAN�ÅBUTÅEXHIBITSÅMEANÅREVERSION

WHENÅITÅISÅOUTSIDEÅTHEÅNEIGHBORHOOD�ÅÅ4HISÅMODELÅISÅAÅSTRAIGHTFORWARDÅGENERALIZATIONÅOFÅTHEÅSTANDARDÅERROR




�

CORRECTIONÅ MODELÅ THATÅ EXHIBITSÅ NON
LINEARÅ DYNAMICS�Å BUTÅ THEÅ LINEARÅ COMBINATION�Å T
t tz Sβ= �Å ISÅ NOT

GENERALLYÅSTATIONARY���ÅÅ4HISÅLASTÅPOINTÅISÅTHEÅMAINÅDIFFERENCEÅBETWEENÅOURÅAPPROACHÅANDÅNON
LINEARÅERROR

CORRECTION�Å Å7EÅSHOWÅTHATÅCO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅCANÅBEÅNON
LINEARÅSTATIONARYÅSTOCHASTICÅ PROCESSES�Å Å )F

OURÅ TESTÅ REJECTSÅ LINEARITY�Å THENÅ THEÅ CLASSÅ OFÅ STATIONARYÅ NON
LINEARÅ ERRORÅ CORRECTIONÅ MODELSÅ COULDÅ BE

INVESTIGATEDÅASÅAÅPOSSIBLEÅMODELÅFORÅTHEÅNON
LINEARITY�ÅÅ!NÅALTERNATIVEÅAPPROACHÅWOULDÅBEÅTOÅMODELÅTHEÅCO


INTEGRATIONÅRELATIONÅUSINGÅANYÅOFÅTHEÅSTANDARDÅUNIVARIATEÅNON
LINEARÅMODELSÅSUCHÅASÅBI
LINEARITY�ÅTHRESHOLD

AUTO
REGRESSION�ÅNON
LINEARÅMOVINGÅAVERAGE�ÅETC���

)))�ÅÅ%MPIRICALÅ2ESULTS

)NÅ THISÅ SECTION�Å WEÅ TESTÅ AÅ CO
INTEGRATEDÅ SYSTEMÅOFÅ SHORT
TERMÅ5�3�Å INTERESTÅ RATESÅ FORÅ NON
LINEAR

DYNAMICS�Å Å7EÅ FOCUSÅ ONÅ INTERESTÅ RATESÅ BECAUSEÅWEÅ CANÅ OBTAINÅ AÅ LONG�Å HIGHÅ FREQUENCYÅ SAMPLE�Å WHICHÅ IS

ESSENTIALÅ INÅ TESTINGÅ FORÅNON
LINEARITY�Å Å!SHLEY�Å0ATTERSON�ÅANDÅ(INICHÅ ������ÅPP�Å ���
���	Å SHOWÅ THATÅ THE

POWERÅ OFÅ THEÅ BISPECTRUMÅ TESTÅ FORÅ NON
LINEARITYÅ IMPROVESÅ CONSIDERABLYÅ ASÅ SAMPLEÅSIZESÅ INCREASE�Å ANDÅ HAS

VERYÅHIGHÅPOWERÅATÅSAMPLEÅSIZESÅOVERÅONEÅTHOUSANDÅAGAINSTÅCERTAINÅNON
LINEARÅMODELS�

3HORT
TERMÅINTERESTÅRATESÅONÅFEDERALÅFUNDSÅANDÅONÅUNSECUREDÅCORPORATEÅANDÅGOVERNMENTÅDEBTSÅARE

FREQUENTLYÅ INCLUDEDÅ INÅ STUDIESÅ OFÅ THEÅ BUSINESSÅ CYCLE�Å MONEYÅ DEMAND�Å ANDÅ THEÅ MONETARYÅ TRANSMISSION

MECHANISM�Å Å )MPROPERÅ SAMPLINGÅ OFÅ HIGHÅ FREQUENCYÅ TIMEÅ SERIESÅ LEADSÅ TOÅ AÅ TYPEÅ OFÅ BIASÅ CALLEDÅ ALIASING�

(INICHÅ ANDÅ 0ATTERSONÅ �����	Å FOUNDÅ THATÅ CORRECTINGÅ FORÅ ALIASINGÅ IMPROVEDÅ THEÅ PERFORMANCEÅ OFÅ THE

BISPECTRUMÅ TESTÅ FORÅ NON
LINEARITY�Å Å 7EÅ OBTAINEDÅ BUSINESSÅ DAILYÅ DATAÅ FORÅ THEÅ FEDERALÅ FUNDSÅ RATE�Å THE

SECONDARYÅMARKETÅRATEÅONÅONE
MONTHÅTREASURYÅBILLS�ÅANDÅTHEÅINTERESTÅRATEÅONÅONE
MONTHÅCOMMERCIALÅPAPER

FROMÅ���������ÅTOÅ������������ÅÅ4HESEÅINTERESTÅRATESÅAREÅCONVERTEDÅTOÅONE
MONTHÅHOLDINGÅPERIODÅYIELDSÅON

AÅBONDÅINTERESTÅBASIS�ÅANDÅAREÅPASSEDÅTHROUGHÅANÅANTI
ALIASINGÅFILTER�ÅÅ4HEÅANTI
ALIASINGÅFILTERÅISÅDESIGNEDÅTO

REMOVEÅTHEÅHIGH
FREQUENCYÅPOWERÅINÅTHEÅDAILYÅRATEÅSERIESÅTOÅMINIMIZEÅTHEÅBIASÅCAUSEDÅBYÅCONVERTINGÅ THE

DAILYÅTIMEÅSERIESÅTOÅWEEKLYÅTIMEÅSERIES���ÅÅ4HEÅDAILYÅRATESÅAREÅCONVERTEDÅTOÅWEEKLYÅRATESÅBYÅSAMPLINGÅTHE

FILTEREDÅDAILYÅ RATESÅEVERYÅSEVENÅDAYS�Å Å4HESEÅWEEKLYÅ RATESÅAREÅDENOTEDÅASÅ#0�-�Å4"�-�Å ANDÅ&&�Å Å7E

SHOWÅTHATÅTHESEÅRATESÅAREÅINTEGRATEDÅANDÅCO
INTEGRATEDÅANDÅEXHIBITÅNON
LINEARÅSERIALÅDEPENDENCE�
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4HEÅMETHODÅWEÅUSEÅ TOÅ SOLVEÅ THEÅ ALIASINGÅ PROBLEMÅ FOLLOWSÅ(INICHÅ ANDÅ0ATTERSONÅ �����B�Å ����	�

4HEÅPROBLEMSÅOFÅALIASINGÅANDÅANTI
ALIASINGÅFILTERÅDESIGNÅAREÅDISCUSSEDÅINÅDETAILÅINÅ!PPENDIXÅ��

)))��Å)NTEGRATIONÅANDÅ4ESTSÅFORÅ.ON
,INEARITY

4HEÅASSUMPTIONÅTHATÅSHORT
TERMÅ5�3�ÅINTERESTÅRATESÅAREÅINTEGRATEDÅISÅQUITEÅCOMMON���ÅÅ7EÅRANÅA

BATTERYÅOFÅUNIVARIATEÅTESTSÅOFÅTHEÅUNITÅROOTÅANDÅSTATIONARITYÅHYPOTHESESÅONÅLN�#0�-	�ÅLN�4"�-	�ÅLN�&&	�

ANDÅTHEIRÅFIRSTÅDIFFERENCES�ÅÅ!$&�ÅANDÅ!$&�ÅAREÅAUGMENTEDÅ$ICKEY
&ULLERÅTESTSÅOFÅTHEÅUNITÅROOTÅANDÅUNIT

ROOTÅWITHÅDRIFTÅHYPOTHESESÅAGAINSTÅSTATIONARITYÅANDÅTRENDÅSTATIONARITYÅRESPECTIVELY���ÅÅ00�ÅANDÅ00�ÅAREÅTHE

0HILLIPS
0ERRONÅTESTSÅOFÅTHEÅSAMEÅHYPOTHESES���ÅÅ+033�ÅANDÅ+033�ÅAREÅTESTSÅOFÅTHEÅSTATIONARITYÅANDÅTREND

STATIONARITYÅ HYPOTHESESÅ AGAINSTÅ THEÅ ALTERNATIVESÅ OFÅ UNITÅ ROOTÅ ANDÅ UNITÅ ROOTÅ WITHÅ DRIFTÅ RESPECTIVELY���

&INALLY�ÅTHEÅ"IERENSÅ�����	ÅNON
PARAMETRICÅTESTÅFORÅTHEÅEXISTENCEÅOFÅCO
INTEGRATIONÅISÅRUNÅASÅAÅUNIVARIATE

TESTÅOFÅTHEÅUNITÅROOTÅWITHÅDRIFTÅHYPOTHESISÅAGAINSTÅTRENDÅSTATIONARITYÅONÅEACHÅVARIABLE�ÅÅ4HESEÅTESTS�ÅWHICH

AREÅREPORTEDÅINÅ4ABLEÅ��ÅSHOWÅTHATÅLN�#0�-	�ÅLN�4"�-	�ÅANDÅLN�&&	ÅAREÅ (1)I �ÅÅ&IGURESÅ�ÅANDÅ�ÅDISPLAY

THEÅLEVELSÅANDÅFIRSTÅDIFFERENCESÅOFÅTHEÅINTERESTÅRATES�

,ETÅ tS ÅDENOTEÅTHEÅVECTORÅOFÅLOGGEDÅINTERESTÅRATES�ÅÅ7EÅCANÅTESTÅEACHÅCOMPONENTÅOFÅTHEÅSTATIONARY

FIRSTÅDIFFERENCEÅVECTOR�Å tS∆ �Å FORÅNON
LINEARITYÅBYÅTESTINGÅFORÅ FLATNESSÅOFÅ THEÅSKEWNESSÅFUNCTIONS�ÅUSINGÅ THE

TESTSÅDESCRIBEDÅINÅ!PPENDIXÅ��ÅÅ7EÅPRE
WHITENÅEACHÅOFÅTHEÅCOMPONENTSÅUSINGÅANÅ!2��	ÅFILTERÅTOÅELIMINATE

BIASÅINÅTHEÅSPECTRALÅESTIMATIONÅPRIORÅTOÅTESTING�ÅTOÅDECREASEÅTHEÅLIKELIHOODÅOFÅFALSELYÅ REJECTINGÅ THEÅNULLÅOF

LINEARITY�

4HEÅRESULTSÅOFÅTHEÅNON
LINEARITYÅTESTSÅAREÅREPORTEDÅINÅ4ABLEÅ��ÅÅ4HEÅ Zρ ÅTESTÅSTATISTICSÅAREÅNORMALLY

DISTRIBUTEDÅ UNDERÅ THEÅ NULLÅ OFÅ LINEARITY�Å ANDÅ WEÅ TREATÅ THESEÅ TESTSÅ ASÅ TWOÅ TAILEDÅ TESTS���Å Å 5SINGÅ THEÅ FULL

SAMPLE�ÅTHEÅTESTSÅPROVIDEÅSTRONGÅEVIDENCEÅOFÅNON
LINEARITY�ÅÅ"ROADLYÅSPEAKINGÅTHEÅVALUESÅOFÅTHEÅ����Å����

����ÅANDÅ���ÅFRACTILESÅOFÅTHEÅSKEWNESSÅFUNCTIONÅAREÅTOOÅNEGATIVEÅANDÅTHEÅ���ÅANDÅ���ÅFRACTILESÅAREÅTOO

POSITIVEÅTOÅBEÅCONSISTENTÅWITHÅTHEÅNULLÅHYPOTHESISÅOFÅLINEARITY�Å Å,INEARITYÅISÅ REJECTEDÅ FORÅ ∆ LN�4"�-	ÅBY

.1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å .6Z � .8Z USINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUESÅANDÅBYÅ .9Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�ÅÅ,INEARITYÅIS

REJECTEDÅFORÅ ∆ LN�#0�-	ÅBYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å .6Z �ÅANDÅ .9Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�ÅÅ,INEARITYÅISÅREJECTED

FORÅ ∆ LN�&&	ÅBYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å USINGÅ THEÅ ���Å CRITICALÅ VALUESÅ ANDÅ BYÅ .8Z ANDÅ .9Z Å USINGÅ THEÅ ���Å CRITICAL
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VALUES�ÅÅ4HESEÅTESTSÅPROVIDEÅOVERWHELMINGÅEVIDENCEÅOFÅNON
LINEARÅDYNAMICSÅFORÅTHEÅFIRSTÅDIFFERENCESÅOFÅTHESE

SHORT
TERMÅINTERESTÅRATES�

)))��Å#O
)NTEGRATION

&RIEDMANÅANDÅ+UTTNERÅ������Å����	ÅCLAIMEDÅTHATÅTHEÅSPREADÅBETWEENÅTHEÅCOMMERCIALÅPAPERÅRATE

ANDÅ THEÅ 4REASURYÅ BILLÅ RATEÅ WASÅ STATIONARY�Å Å 7EÅ CONDUCTEDÅ AÅ CO
INTEGRATIONÅ ANALYSISÅ OFÅ THEÅ SYSTEM

(ln(CP1M), ln(TB1M), ln(FF))T
tS = �

4HEÅCO
INTEGRATIONÅANALYSISÅ ISÅCONDUCTEDÅ INÅ TWOÅSTEPS�Å RANKÅ IDENTIFICATIONÅ ANDÅ ESTIMATION�Å Å4HE

RANKÅ IDENTIFICATION�Å WHICHÅ DETERMINESÅ THEÅ NUMBERÅ OFÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONS�Å ISÅ BASEDÅ ONÅ THEÅ NON


PARAMETRICÅTESTÅPROCEDUREÅDEVELOPEDÅBYÅ"IERENSÅ������Å����	�ÅÅ4HEÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅIS

DETERMINEDÅBYÅAÅSETÅOFÅHYPOTHESISÅTESTS�ÅCALLEDÅ λ 
MINÅTESTSÅTHATÅAREÅESSENTIALLYÅNON
PARAMETRICÅVERSIONSÅOF

THEÅ WELL
KNOWNÅ *OHANSENÅ �����	Å PARAMETRICÅ λ 
MAXÅ TESTS�Å Å 4HEÅ TESTÅ ISÅ NON
PARAMETRICÅ BECAUSEÅ THE

MATRICESÅINVOLVEDÅAREÅCONSTRUCTEDÅFROMÅTHEÅDATAÅINDEPENDENTLYÅOFÅTHEÅDATA
GENERATINGÅPROCESS�ÅSEEÅ"IERENS

�����	�

4HEÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅCANÅALSOÅBEÅESTIMATEDÅUSINGÅAÅFUNCTIONÅOFÅTHEÅEIGENVALUES�

ˆ ( )mg r �ÅÅ4HEÅVALUEÅOFÅRÅTHATÅMINIMIZESÅ ˆ ( )mg r ISÅAÅCONSISTENTÅESTIMATEÅOFÅTHEÅTRUEÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATION

RELATIONS�ÅSEEÅ"IERENSÅ������Å3ECTIONÅ���	�

4HEÅ RANKÅ OFÅ THEÅSYSTEMÅ ISÅ DETERMINEDÅUSINGÅBOTHÅ THEÅ ESTIMATIONÅ ANDÅ HYPOTHESISÅ TESTÅMETHODS�

4HEÅESTIMATEDÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅISÅ��ÅÅ4HEÅ λ 
MINÅTESTSÅAREÅ REPORTEDÅINÅ4ABLEÅ��Å Å4HE

TESTSÅAREÅRUNÅINÅSEQUENCE�ÅSTARTINGÅWITHÅTHEÅNULLÅHYPOTHESISÅTHATÅTHEÅNUMBERÅOFÅCO
INTEGRATINGÅVECTORSÅIS

ZERO�ÅFOLLOWEDÅBYÅAÅTESTÅOFÅTHEÅNULLÅHYPOTHESISÅTHATÅTHEREÅISÅONEÅCO
INTEGRATINGÅVECTOR�ÅANDÅSOÅONÅUNTILÅTHE

NULLÅCANNOTÅBEÅREJECTED�ÅÅ)NÅ4ABLEÅ��ÅWEÅFINDÅTHATÅRÅ�Å�Å�NOÅCO
INTEGRATION	ÅISÅDECISIVELYÅREJECTED�ÅASÅISÅTHE

HYPOTHESISÅTHATÅRÅ�Å�Å�ONEÅCO
INTEGRATINGÅVECTOR	�ÅBUTÅWEÅCANNOTÅREJECTÅTHEÅHYPOTHESISÅTHATÅRÅ�Å��

7EÅALSOÅAPPLIEDÅ THEÅMAXIMUMÅLIKELIHOODÅ λ 
MAXÅANDÅTRACEÅ TESTSÅDEVELOPEDÅBYÅ*OHANSENÅ������

�����Å����	ÅANDÅ*OHANSENÅANDÅ*USELIUSÅ�����	�ÅÅ4HEÅ (1)I ÅMAXIMUMÅLIKELIHOODÅMETHODÅESTIMATESÅAÅFINITE


ORDERÅ6%#-�Å ASÅ INÅ ���	�ÅWHEREÅ THEÅCOEFFICIENTÅMATRICESÅ 1 1, ,..., p−Π Γ Γ Å AREÅ �Å BYÅ ��Å Å )FÅ THEÅSYSTEMÅ ISÅ CO


INTEGRATEDÅ THENÅ THEÅMATRIXÅ Π Å HASÅ REDUCEDÅ RANKÅ 3r < �Å ANDÅ CANÅ BEÅ DECOMPOSEDÅ INTOÅ TαβΠ = �Å Å 4HE



��

MATRICESÅα ÅANDÅ β ÅAREÅFULLÅRANKÅ�ÅBYÅRÅMATRICES�ÅANDÅTHEÅCOLUMNSÅOFÅ β ÅAREÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅVECTORS�

0ANTULAÅ �����	Å ANDÅ *OHANSENÅ �����	Å HAVEÅ SUGGESTEDÅ AÅ PROCEDUREÅ TOÅ JOINTLYÅ IDENTIFYÅ THEÅ DETERMINISTIC

COMPONENTSÅANDÅTHEÅ RANKÅOFÅ Π �Å Å4HEÅ IDEAÅ ISÅ TOÅ TESTÅ THEÅMODELSÅSEQUENTIALLY�ÅBEGINNINGÅWITHÅ THEÅMOST

RESTRICTIVEÅ MODELÅ CONSIDERED�Å Å %ACHÅ HYPOTHESISÅ CANÅ BEÅ TESTEDÅ USINGÅ EITHERÅ THEÅ TRACEÅ ORÅ λ 
MAXÅ TEST

STATISTICS�ÅÅ7EÅCONDUCTEDÅTHESEÅTESTSÅFORÅAÅSETÅOFÅLAGÅLENGTHSÅ 4,5,...,20p = �ÅÅ4HESEÅTESTSÅUNIFORMLYÅFINDÅTHAT

THEREÅAREÅ TWOÅCO
INTEGRATIONÅVECTORSÅANDÅTHATÅ THEÅCORRECTÅDETERMINISTICÅCOMPONENTÅISÅAÅCONSTANTÅ THATÅ IS

RESTRICTEDÅTOÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅSPACE�ÅÅ4HISÅSPECIFICATIONÅISÅTHEREFOREÅEXTREMELYÅROBUSTÅ TOÅ THEÅLAGÅ LENGTH

ANDÅAGREESÅWITHÅTHEÅRANKÅDETERMINATIONÅOFÅTHEÅNON
PARAMETRICÅTEST�ÅÅ4ABLEÅ�ÅREPORTSÅTHESEÅTESTSÅFORÅAÅLAG

LENGTHÅOFÅ 6p = ���

4HEÅ CO
INTEGRATIONÅ VECTORSÅ CANÅ BEÅ ESTIMATEDÅ EITHERÅ PARAMETRICALLYÅ ORÅ NON
PARAMETRICALLY�Å Å 4HE

PARAMETRICÅ ESTIMATESÅ AREÅ MOREÅ USEFULÅ FORÅ PURPOSESÅ OFÅ FORECASTINGÅ ANDÅ "IERENSÅ �����	Å HASÅ ARGUEDÅ THAT

HYPOTHESISÅTESTSÅINÅTHEÅPARAMETRICÅMODELÅHAVEÅHIGHERÅPOWERÅTHANÅCOMPARABLEÅTESTSÅINÅTHEÅNON
PARAMETRIC

MODEL�ÅÅ4HIS�ÅHOWEVER�ÅISÅNOTÅNECESSARILYÅTRUEÅFORÅOURÅANALYSIS�ÅBECAUSEÅTHEÅHYPOTHESISÅTESTSÅAREÅPREDICATED

ONÅ LINEARITY�Å Å 4HEÅ PARAMETRICÅ ESTIMATEÅ OFÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ VECTORSÅ ISÅ 1 2[ , ]β β β= �Å WHERE

1 (1, 1.031,0)Tβ = − ÅANDÅ 2 (0,1, 0.913)Tβ = − ���ÅÅ4HEÅFIRSTÅBASISÅVECTORÅ 1β REFLECTSÅTHEÅNEARÅSTATIONARITYÅOFÅTHE

SPREADÅBETWEENÅTHEÅLOGARITHMSÅOFÅTHEÅCOMMERCIALÅPAPERÅRATEÅANDÅTHEÅ4REASURYÅBILLÅRATE�ÅÅ4HEÅSECONDÅBASIS

VECTORÅ 2β ÅREFLECTSÅTHEÅNEARÅSTATIONARITYÅOFÅTHEÅSPREADÅBETWEENÅTHEÅ4REASURYÅBILLÅRATEÅANDÅTHEÅFEDERALÅFUNDS

RATE�Å Å #HI
SQUAREDÅ TESTSÅ INÅ THEÅ 6%#-��	Å ACCEPTÅ THEÅ HYPOTHESISÅ THATÅ 1 (1, 1,0)Tβ = − Å BUTÅ REJECTÅ THE

HYPOTHESISÅ THATÅ 1 (0,1, 1)Tβ = − ���Å Å.EVERTHELESS�Å THESEÅ RESULTSÅAREÅ BROADLYÅ CONSISTENTÅWITHÅ STATIONARITYÅ OF

SHORT
TERMÅINTERESTÅRATEÅSPREADS�ÅÅ4HEÅCOMMONÅSTOCHASTICÅTRENDÅFORÅTHEÅSYSTEMÅISÅGIVENÅBYÅ T
tSβ⊥ �ÅWHERE

(1, (1/1.031), (1/1.031)(1/ 0.913))Tβ⊥ = �Å Å 4HEÅ NON
PARAMETRICÅ ESTIMATEÅ OFÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ VECTORSÅ IS

1, 2,[ , ]NP NP NPβ β β= �Å WHEREÅ 1, (1, 1.075,0)T
NPβ = − Å ANDÅ 2, (0,1, 0.863)T

NPβ = − �Å WHICHÅ AREÅ CONSISTENTÅ WITHÅ THE

PARAMETRICÅESTIMATES�ÅÅ&IGURESÅ�ÅANDÅ�ÅSHOWÅTHATÅTHEÅPARAMETRICÅANDÅNON
PARAMETRICÅESTIMATESÅOFÅTHEÅCO


INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅALMOSTÅIDENTICAL�



��

4HEÅSHORT
RUNÅDYNAMICSÅCANÅBEÅREMOVEDÅFROMÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅBYÅCOMPUTINGÅ T
ptRβ �

WHEREÅ ptR ÅAREÅTHEÅRESIDUALSÅFROMÅREGRESSINGÅ t pS − ÅONÅ 1 1,...,t t pS S− − +∆ ∆ �Å Å4HEÅRELATIONSÅ T
ptRβ ÅAREÅ THEÅONES

ACTUALLYÅTESTEDÅFORÅSTATIONARITYÅINÅTHEÅMAXIMUMÅLIKELIHOODÅPROCEDURE�ÅSEEÅ(ANSENÅANDÅ*USELIUSÅ�����	�

)))��Å2OBUSTNESS

-IYAOÅ �����	Å HASÅ ARGUEDÅ THATÅ MAXIMUMÅ LIKELIHOODÅ CO
INTEGRATIONÅ TESTSÅ SHOULDÅ BEÅ CAREFULLY

CHECKEDÅFORÅROBUSTNESS�ÅÅ(EÅARGUESÅTHATÅTHEÅMAXIMUMÅLIKELIHOODÅTESTÅSHOULDÅBEÅUSEDÅINÅCONJUNCTIONÅWITH

OTHERÅTESTSÅOFÅTHEÅSAMEÅNULL�ÅANDÅSHOULDÅBEÅCAREFULLYÅTESTEDÅFORÅROBUSTNESSÅTOÅLAGÅLENGTHÅANDÅSAMPLEÅPERIOD�

4HEREFORE�ÅWEÅTESTÅFORÅCO
INTEGRATIONÅUSINGÅBOTHÅNON
PARAMETRICÅANDÅPARAMETRICÅTESTS�ÅANDÅTESTÅTHEÅRESULTS

FORÅ ROBUSTNESSÅ TOÅ SAMPLEÅ PERIOD�Å Å 4HEÅ RESULTSÅ OFÅ THOSEÅ TESTSÅ AREÅ CONSISTENT�Å ASÅ AREÅ THEÅ ESTIMATEDÅ CO


INTEGRATIONÅ RELATIONS�Å Å7EÅALSOÅ TESTEDÅ THESEÅ RESULTSÅ FORÅ ROBUSTNESSÅ TOÅ SAMPLEÅ PERIOD�Å Å7EÅ EXAMINEDÅ THE

INTEGRATIONÅANDÅCO
INTEGRATIONÅPROPERTIESÅOFÅTHEÅDATAÅOVERÅTWOÅSUB
PERIODS�Å����������ÅTHROUGHÅ�����������

ANDÅ��������ÅTHROUGHÅ�����������ÅÅ4HESEÅAREÅPERIODSÅOVERÅWHICHÅAÅTARGETÅFORÅTHEÅFEDERALÅFUNDSÅRATEÅCANÅBE

CONSTRUCTED�ÅSEEÅ2UDEBUSCHÅ�����	�

4HEÅRESULTSÅOFÅTHEÅNON
PARAMETRICÅANDÅPARAMETRICÅCO
INTEGRATIONÅTESTSÅFORÅTHEÅTWOÅSUB
SAMPLESÅARE

REPORTEDÅ INÅ 4ABLESÅ �A��B�Å ANDÅ �A��BÅ RESPECTIVELY�Å Å 4HEÅ RESULTSÅ SHOWÅ THATÅ THEÅ RANKÅ IDENTIFICATIONSÅ ARE

CONSISTENTÅWITHÅTHOSEÅFROMÅTHEÅFULLÅSAMPLE�ÅÅ&URTHER�ÅTHEÅESTIMATEDÅCO
INTEGRATIONÅVECTORSÅAREÅCONSISTENT

WITHÅ THEÅ ESTIMATEDÅ VECTORSÅ FROMÅ THEÅ FULLÅ SAMPLE�Å BECAUSEÅ WEÅ CANNOTÅ REJECTÅ THEÅ JOINTÅ HYPOTHESIS�Å 0H �

1 (1, 1.031,0)Tβ = − ÅANDÅ 2 (0,1, 0.913)Tβ = − �ÅFORÅEITHERÅSUB
SAMPLE���

)))��Å4ESTSÅFORÅ.ON
,INEARITYÅOFÅTHEÅ#O
INTEGRATIONÅ2ELATIONS

4HEÅ STATIONARYÅ COMPONENTSÅ OFÅ THEÅ SYSTEMÅ AREÅ THEÅ TWOÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ ANDÅ THEÅ FIRST

DIFFERENCEÅOFÅTHEÅCOMMONÅSTOCHASTICÅTREND�ÅÅ7EÅTESTÅTHEÅESTIMATEDÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅFORÅNON
LINEAR

SERIALÅDEPENDENCEÅUSINGÅTHEÅBISPECTRUMÅTESTS�ÅDESCRIBEDÅINÅ!PPENDIXÅ��ÅÅ7EÅNOTEÅTHATÅTHEÅCO
INTEGRATION

VECTORS�Å 1β ANDÅ 2β AREÅBASISÅVECTORSÅFORÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅSPACE�ÅSOÅTHATÅANYÅLINEARÅCOMBINATIONÅOFÅ 1β AND

2β Å AREÅ ALSOÅ STATIONARY�Å Å 4HUS�Å EVIDENCEÅ OFÅ NON
LINEARITYÅ INÅ ONEÅ OFÅ THEÅ BASISÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ IS

ACTUALLYÅEVIDENCEÅTHATÅTHEÅSTATIONARYÅCOMPONENTSÅOFÅTHEÅSYSTEMÅAREÅNON
LINEAR�



��

%ACHÅ OFÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ ISÅ PRE
WHITENEDÅ BYÅ ANÅ !2��	Å FILTERÅ PRIORÅ TOÅ TESTINGÅ TO

ELIMINATEÅBIASÅINÅTHEÅSPECTRALÅESTIMATION�ÅÅ!SÅAÅROBUSTNESSÅTEST�ÅWEÅTESTEDÅTHESEÅRELATIONSÅFORÅSTATIONARITY

USINGÅTHEÅFREQUENCYÅDOMAINÅ TESTÅDERIVEDÅBYÅ(INICHÅANDÅ7ILDÅ �����	�Å Å4HEÅ(INICHÅANDÅ7ILDÅ �(7	ÅTEST

CHECKSÅFORÅRESIDUALÅNON
STATIONARITYÅDUEÅTOÅTHEÅEXISTENCEÅOFÅAÅWAVEFORMÅWITHÅRANDOMÅPHASEÅANDÅAMPLITUDE�

4HISÅTESTÅHASÅAÅVERYÅDIFFERENTÅALTERNATIVEÅTHANÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅTEST�ÅANDÅSHOULDÅDETECTÅNON
STATIONARITY

ATÅ SEASONALÅ FREQUENCIES�Å Å4HEÅ TESTÅ ISÅCHI
SQUAREÅ UNDERÅ THEÅ NULLÅOFÅ STATIONARITY�Å Å4HEÅ(7Å 
Å STATIONARITY

TESTS�ÅWHICHÅAREÅREPORTEDÅINÅ4ABLEÅ��ÅCONFIRMÅTHATÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅSTATIONARY�

)FÅ THEÅ TIMEÅSERIESÅ AREÅ'AUSSIANÅ THENÅ THEÅ REALÅ ANDÅ IMAGINARYÅ COMPONENTSÅOFÅ THEÅ BISPECTRUMÅARE

ZERO�Å Å 4HEÅ TESTÅ STATISTICSÅ FORÅ THESEÅ TWOÅ HYPOTHESES�Å CALLEDÅ 'AUSS�Å ANDÅ 'AUSS�Å RESPECTIVELY�Å AREÅ ALSO

REPORTEDÅ INÅ4ABLEÅ ��Å Å )FÅ EITHERÅ THEÅ REALÅ ORÅ IMAGINARYÅ COMPONENTSÅ OFÅ THEÅ BISPECTRUMÅ AREÅ NON
ZEROÅ THEN

'AUSSIANITYÅISÅREJECTED�ÅÅ)FÅTHEÅIMAGINARYÅCOMPONENTÅISÅNON
ZEROÅTHENÅTHEÅSEQUENCEÅISÅNOTÅTIME
REVERSIBLE

ASÅDISCUSSEDÅINÅ!PPENDIXÅ��ÅÅ4HESEÅTESTSÅINDICATEÅTHATÅTHEÅSTATIONARYÅCOMPONENTSÅOFÅTHEÅSYSTEMÅAREÅHIGHLY

NON
'AUSSIANÅAND�ÅINÅPARTICULAR�ÅAREÅNOTÅTIME
REVERSIBLE�

4ABLEÅ�ÅGIVESÅTHEÅRESULTSÅOFÅTHEÅTESTSÅFORÅNON
LINEARITYÅFORÅTHEÅFULLÅSAMPLE�ÅÅ4HEÅTESTSÅAREÅCOMPUTED

FORÅ THREEÅESTIMATESÅOFÅ THEÅSTATIONARYÅCO
INTEGRATIONÅ RELATIONS�Å THEÅ PARAMETRICÅ ESTIMATESÅ 1
T

tSβ ANDÅ 2
T

tSβ �

THEÅ PARAMETRICÅ ESTIMATESÅ PURGEDÅ OFÅ SHORT
RUNÅ DYNAMICSÅ 1
T

ptRβ ANDÅ 2
T

ptRβ �Å ANDÅ THEÅ NON
PARAMETRIC

ESTIMATESÅASÅ 1,
T

NP tSβ ANDÅ 2,
T

NP tSβ �ÅÅ4HEÅTESTÅSTATISTICSÅAREÅDISTRIBUTEDÅASÅSTANDARDÅNORMALÅVARIATESÅUNDERÅTHE

NULLÅOFÅLINEARITY�ÅANDÅREJECTIONSÅINDICATEÅTHEÅEXISTENCEÅOFÅNON
LINEARÅDYNAMICS�ÅÅ"ROADLYÅSPEAKINGÅTHEÅVALUES

OFÅTHEÅ����Å����Å����ÅANDÅ���ÅFRACTILESÅOFÅTHEÅSKEWNESSÅFUNCTIONÅAREÅTOOÅNEGATIVEÅANDÅTHEÅ���ÅANDÅ���

FRACTILESÅAREÅTOOÅPOSITIVEÅTOÅBEÅCONSISTENTÅWITHÅTHEÅNULLÅHYPOTHESISÅOFÅLINEARITY�ÅWHICHÅISÅCONSISTENTÅWITHÅOUR

FINDINGSÅINÅ3ECTIONÅ)))��ÅFORÅTHEÅFIRSTÅDIFFERENCES�

4HEÅ STRONGESTÅ EVIDENCEÅ FORÅ NON
LINEARITYÅ ISÅ FORÅ THEÅ FIRSTÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATION�Å Å ,INEARITYÅ IS

REJECTEDÅFORÅ 1
T

tSβ BYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å .6Z �ÅANDÅBYÅ .9Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUESÅANDÅBYÅ .8Z USINGÅTHEÅ���

CRITICALÅVALUES�ÅÅ0URGINGÅTHESEÅRELATIONSÅOFÅTHEIRÅSHORT
RUNÅDYNAMICSÅDOESÅNOTÅCHANGEÅTHEÅRESULTS�ÅÅ,INEARITY

ISÅREJECTEDÅFORÅ 1
T

ptRβ BYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å .6Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�ÅBYÅ .8Z USINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES

ANDÅ BYÅ .9Z Å USINGÅ THEÅ ���Å CRITICALÅ VALUES�Å Å 4HEÅ RESULTSÅ FORÅ THEÅ NON
PARAMETRICÅ ESTIMATE�Å 1,
T

NP tSβ �Å ARE
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CONSISTENTÅWITHÅTHOSEÅFROMÅTHEÅPARAMETRICÅESTIMATES�ÅÅ,INEARITYÅISÅREJECTEDÅFORÅ 1,
T

NP tSβ BYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �Å .6Z �

ANDÅ .8Z USINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUESÅANDÅBYÅ .9Z USINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�

4HEREÅISÅALSOÅEVIDENCEÅTHATÅTHEÅSECONDÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONÅISÅNON
LINEAR�ÅALTHOUGHÅTHISÅEVIDENCE

ISÅSOMEWHATÅWEAKER�ÅÅ,INEARITYÅISÅREJECTEDÅFORÅ 2
T

tSβ BYÅ .1Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUESÅANDÅBYÅ .2Z ÅUSING

THEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�ÅÅ,INEARITYÅISÅREJECTEDÅFORÅ 2
T

ptRβ ÅBYÅ .1Z �Å .2Z �Å .4Z �ÅANDÅ .8Z USINGÅ THEÅ���ÅCRITICAL

VALUES�Å BYÅ .9Z USINGÅ THEÅ���ÅCRITICALÅ VALUES�ÅANDÅBYÅ .6Z USINGÅ THEÅ ���Å CRITICALÅ VALUES�Å Å 4HEÅ EVIDENCEÅ IS

SIMILARÅFORÅTHEÅNON
PARAMETRICÅESTIMATES�ÅÅ,INEARITYÅISÅ REJECTEDÅ FORÅ 2,
T

NP tSβ BYÅ .1Z ÅUSINGÅ THEÅ���ÅCRITICAL

VALUES�ÅBYÅ .2Z ÅUSINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�ÅANDÅBYÅ .9Z USINGÅTHEÅ���ÅCRITICALÅVALUES�

4HEÅ COMMONÅ STOCHASTICÅ TRENDÅ ISÅ AÅ LINEARÅ COMBINATIONÅ OFÅ THEÅ FIRSTÅ DIFFERENCESÅ OFÅ THEÅ VARIABLES�

WHICHÅ HAVEÅ ALREADYÅ BEENÅ SHOWNÅ TOÅ BEÅ NON
LINEAR�Å Å )TÅ ISÅ THEREFOREÅ NOTÅ SURPRISINGÅ THATÅ THEÅ TESTSÅ REJECT

LINEARITYÅFORÅ T
tSβ⊥ ∆ ÅANDÅ T

ptRβ⊥ ∆ �

)TÅISÅPOSSIBLEÅTHATÅSTRUCTURALÅSHIFTSÅOVERÅTHEÅLONGÅPERIODÅBEINGÅANALYZEDÅCOULDÅBEÅMISTAKENÅFORÅNON


LINEARÅDYNAMICS���ÅÅ7EÅATTEMPTÅTOÅADDRESSÅTHISÅISSUEÅBYÅDELETINGÅTHEÅPERIODÅ����
�����ÅDURINGÅWHICHÅTHE

&EDERALÅ2ESERVEÅTARGETEDÅNON
BORROWEDÅRESERVESÅANDÅMANYÅINTERESTÅRATESÅWEREÅDEREGULATED�ÅÅ7EÅCONSIDER

THEÅTWOÅSUB
SAMPLESÅ���������ÅTHROUGHÅ����������ÅANDÅ��������ÅTHROUGHÅ�����������ÅWHICHÅHAVEÅBEEN

STUDIEDÅBYÅ2UDEBUSCHÅ�����	�ÅÅ)NÅ3ECTIONÅ)))�ÅWEÅFOUNDÅTHATÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅRANKÅANDÅTHEÅESTIMATESÅOF

THEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅAREÅNOTÅSTATISTICALLYÅDIFFERENTÅINÅTHESEÅSUB
SAMPLESÅTOÅTHEÅRESULTSÅOVERÅTHEÅFULL

SAMPLE�ÅÅ)NÅ4ABLESÅ�AÅANDÅ�B�ÅWEÅPROVIDEÅTHEÅRESULTSÅOFÅTHEÅNON
LINEARITYÅTESTSÅOVERÅTHESEÅTWOÅSUB
SAMPLES�

)FÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ AREÅ LINEARÅ OVERÅ THEÅ TWOÅ SUB
SAMPLESÅ THENÅ THEÅ STRUCTURALÅ SHIFTÅ HYPOTHESIS

COULDÅBEÅ TRUE�Å Å )NÅADDITION�ÅWEÅRANÅTHEÅ LINEARITYÅ TESTSÅONÅ ∆ LN�#0�-	�Å Å ∆ LN�4"�-	�ÅANDÅ ∆ LN�&&	Å FOR

EACHÅSUB
SAMPLE�ÅTHESEÅTESTSÅAREÅREPORTEDÅINÅ4ABLEÅ��

4HEÅEVIDENCEÅISÅMIXED�ÅÅ4HEÅTESTSÅGENERALLYÅFAILÅTOÅREJECTÅLINEARITYÅFORÅTHEÅFIRSTÅSUB
SAMPLE�Å����


�����ÅBUTÅTHEYÅPROVIDEÅVERYÅSTRONGÅEVIDENCEÅOFÅNON
LINEARITYÅOVERÅTHEÅSECONDÅSUB
SAMPLEÅ����
�����ÅÅ4HE

NUMBERÅOFÅDATAÅPOINTSÅFORÅTHEÅSHORTERÅSUB
SAMPLEÅISÅ���ÅVERSUSÅ���ÅFORÅTHEÅLONGERÅSUB
SAMPLEÅANDÅ����ÅFOR

THEÅFULLÅSAMPLE�ÅÅ4HEÅEVIDENCEÅREPORTEDÅINÅ!SHLEY�Å0ATTERSON�ÅANDÅ(INICHÅ�����	ÅWOULDÅINDICATEÅTHATÅTHE

POWERÅ OFÅ THESEÅ TESTSÅ ISÅ SUBSTANTIALLYÅ HIGHERÅ OVERÅ THEÅ LONGERÅ SUB
SAMPLEÅ ANDÅ OVERÅ THEÅ FULLÅ SAMPLE�Å Å7E
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CONCLUDEÅTHATÅTHEREÅISÅSTRONGÅEVIDENCEÅOFÅNON
LINEARITYÅ INÅ THEÅSTATIONARYÅCOMPONENTSÅOFÅ THEÅSYSTEM�ÅBUT

THEREÅISÅSOMEÅLACKÅOFÅROBUSTNESSÅTOÅTHEÅSAMPLEÅOFÅDATAÅBEINGÅTESTED�

)6�ÅÅ#ONCLUSION

7EÅ HAVEÅ ARGUEDÅ THATÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ RELATIONSÅ INÅ )��	Å SYSTEMSÅ AREÅ GENERALLYÅ NON
LINEAR�

"ECAUSEÅTHEÅCO
INTEGRATIONÅRELATIONSÅDERIVEDÅFROMÅ)��	ÅSYSTEMSÅAREÅSTATIONARY�ÅTHEYÅCANÅBEÅTESTEDÅFORÅNON


LINEARÅSERIALÅDEPENDENCEÅUSINGÅSTANDARDÅPOLYSPECTRALÅTECHNIQUES�

4ESTSÅ FORÅ THEÅEXISTENCEÅOFÅNON
LINEARÅDYNAMICSÅ REQUIREÅLARGEÅSAMPLEÅSIZESÅANDÅMAYÅBEÅ ADVERSELY

AFFECTEDÅBYÅALIASINGÅANDÅ OTHERÅ PROBLEMSÅ ASSOCIATEDÅWITHÅ TIMEÅAGGREGATION�Å Å )NTERESTÅ RATESÅ AREÅMEASURED

WITHÅ HIGHÅ FREQUENCYÅ ANDÅ ALIASINGÅ CANÅ BEÅ CONTROLLEDÅ BYÅ ADEQUATEÅ ATTENTIONÅ TOÅ FILTERÅ DESIGN�Å Å &ORÅ THESE

REASONS�ÅTHEÅCONDITIONSÅAREÅMOREÅFAVORABLEÅTOÅTESTINGÅINTERESTÅRATEÅDATAÅFORÅNON
LINEARÅDYNAMICSÅTHANÅFOR

MOSTÅ OTHERÅ VARIABLESÅ THATÅ AREÅ IMPORTANTÅ TOÅ THEÅ BUSINESSÅ CYCLE�Å MONEYÅ DEMAND�Å ANDÅ THEÅ MONETARY

TRANSMISSIONÅMECHANISM�ÅÅ7EÅHAVEÅSHOWNÅTHATÅANÅINTEGRATEDÅSYSTEMÅOFÅSHORT
TERMÅ53ÅINTERESTÅRATESÅISÅCO


INTEGRATEDÅANDÅTHEREÅISÅSTRONGÅEVIDENCEÅTHATÅTHEÅSTATIONARYÅCOMPONENTSÅOFÅTHEÅSYSTEMÅAREÅNON
LINEAR�ÅÅ4HE

TESTÅWEÅEMPLOYÅISÅONEÅOFÅTHEÅMOSTÅCONSERVATIVEÅTESTSÅFORÅNON
LINEARITYÅAVAILABLE�ÅSTRENGTHENINGÅTHEÅIMPACT

OFÅOURÅFINDINGS�

4HESEÅ RESULTSÅ SUGGESTÅ THATÅ THEÅ UNTESTEDÅ ASSUMPTIONÅ OFÅ LINEARITY�Å WHICHÅ ISÅ IMPLICITÅ INÅ MANY

MACROECONOMICÅSTUDIES�ÅMAYÅBEÅ INCORRECT�Å Å4HEÅ FAILUREÅ TOÅFINDÅ ROBUSTÅEVIDENCEÅOFÅNON
LINEARITYÅ INÅ LOWER

FREQUENCYÅMACROECONOMICÅTIMEÅSERIESÅMAYÅBEÅDUEÅTOÅTHEÅLOWÅSAMPLEÅSIZESÅTHATÅCANÅBEÅOBTAINEDÅFORÅTHOSE

TIMEÅ SERIESÅ ANDÅ TOÅ PROBLEMSÅ ASSOCIATEDÅ WITHÅ SAMPLINGÅ ANDÅ TIMEÅ AGGREGATION�Å Å/URÅ PARTICULARÅ EXAMPLE

SHOWSÅ THATÅ THEÅ SPREADÅ BETWEENÅ BOTHÅ THEÅ COMMERCIALÅ PAPERÅ RATEÅ ANDÅ THEÅ 4REASURYÅ BILLÅ RATE�Å ANDÅ THE

&EDERALÅ&UNDSÅRATEÅEXHIBITSÅTHIRD
ORDERÅNON
LINEARITY�ÅÅ/URÅRESULTSÅAREÅCONSISTENTÅWITHÅWORKÅTHATÅSUGGESTS

THEREÅ AREÅ ASYMMETRICÅ EFFECTSÅ OFÅ MONETARYÅ POLICYÅ ONÅ INTERESTÅ RATES�Å SUCHÅ ASÅ #HOIÅ �����	�Å Å /URÅ RESULTS

SUGGESTÅTHATÅBETTERÅFORECASTSÅOFÅTHESEÅSPREADSÅMIGHTÅBEÅOBTAINEDÅWITHÅNON
LINEARÅMODELS�ÅSUCHÅASÅBI
LINEAR

MODELS�
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!PPENDIXÅ��Å"ISPECTRUMÅ%STIMATIONÅANDÅTHEÅ(INICHÅ4ESTSÅFORÅ'AUSSIANITYÅANDÅ,INEARITY

,ETÅ 0 1{ ,..., }NX X − BEÅAÅ FINITEÅDATAÅ RECORDÅOFÅ.ÅOBSERVATIONS�ÅÅ )FÅNECESSARY�Å STANDARDIZEÅ THEÅENTIRE

SAMPLEÅBYÅSUBTRACTINGÅTHEÅSAMPLEÅMEANÅANDÅTHENÅDIVIDINGÅBYÅTHEÅSAMPLEÅVARIANCE�ÅÅ3EGMENTÅTHEÅRECORD

INTOÅ+Å NON
OVERLAPPINGÅ FRAMESÅ OFÅ LENGTHÅ ,�Å CALLEDÅ THEÅ FRAME
LENGTH�Å 0 1{ ,..., }k k
LX X − Å �Å ( 1) 1{ ,..., }k L kLX X− − �

1, ,k K= K ���ÅÅ,ETÅ
1

/
K

k
i i

k

X X K
=

= ∑ ÅBEÅTHEÅMEANÅOFÅTHEÅITHÅELEMENTSÅOFÅEACHÅFRAME�ÅÅ4HEÅELEMENTSÅOFÅEACH

FRAMEÅ AREÅ STANDARDIZEDÅ SOÅ THATÅ 0 1 0 0 1 1
ˆ ˆ{ ,..., } {( ),..., ( )}k k k k

L L LX X X X X X− − −= − − �Å Å 4HEÅ MOTIVATIONÅ FORÅ THIS

STANDARDIZATIONÅISÅTOÅREMOVEÅANYÅNON
STATIONARITYÅDUEÅTOÅTHEÅEXISTENCEÅOFÅAÅPURELYÅDETERMINISTICÅWAVEFORM

INÅTHEÅDATA�ÅÅÅ(INICHÅANDÅ7ILDÅ�����	ÅHAVEÅPROVIDEDÅAÅTESTÅFORÅNON
STATIONARITYÅDUEÅTOÅTHEÅEXISTENCEÅOFÅA

WAVEFORMÅWITHÅSTOCHASTICÅPHASEÅANDÅAMPLITUDE�ÅBUTÅTHISÅTESTÅSHOULDÅBEÅUSEDÅONLYÅAFTERÅCORRECTINGÅFORÅUNIT

ROOTSÅANDÅTRENDSÅINÅPRACTICE�ÅÅ4HEÅ(INICHÅANDÅ7ILDÅTESTÅISÅCHI
SQUAREÅUNDERÅTHEÅNULLÅOFÅSTATIONARITY�

4HEÅFINITEÅ&OURIERÅTRANSFORMÅOFÅTHEÅKTHÅSTANDARDIZEDÅFRAMEÅISÅDEFINEDÅAS

1
2 [ ( 1) ]

0

ˆ( ) n
k

L
i f s k Lk

n sX
s

d f X e π
−

− + −

=
= ∑ �Å 1, ,k K= K � ���	

WHEREÅ /nf n L= �ÅFORÅNÅ�Å��b�,���ÅÅ4HEÅPOWERÅSPECTRUMÅESTIMATORÅISÅDEFINEDÅAS

1

1ˆ ( ) ( )
K

X n k n
k

P f I f
K =

= ∑ �Å ���	

WHEREÅ 2( ) (1/ ) | ( ) |kk n nX
I f L d f= Å ISÅ THEÅ SECOND
ORDERÅ PERIODOGRAMÅ FORÅ THEÅ KTHÅ FRAME�Å ��Å Å 4HEÅ BISPECTRUM

ESTIMATORÅISÅDEFINEDÅAS

1

1ˆ ( , ) ( , )
K

X n m k n m
k

B f f G f f
K =

= ∑ ���	

WHEREÅ *( , ) (1/ ) ( ) ( ) ( )k k kk n m n m n mX X X
G f f L d f d f d f f= + Å ISÅ THEÅ THIRD
ORDERÅ PERIODOGRAMÅ FORÅ THEÅ KTHÅ FRAME���

4HESEÅESTIMATORSÅAREÅCONSISTENTÅIFÅ ln( )  .5ln( )L N< ÅANDÅHAVEÅRESOLUTIONÅBANDWIDTHÅ (1/ )Lδ = ���ÅÅ)NCREASING

THEÅFRAMEÅLENGTH�Å,�ÅINCREASESÅRESOLUTION�ÅBUTÅATÅTHEÅCOSTÅOFÅHIGHERÅVARIANCE���ÅÅ)FÅTHEÅFRAMEÅLENGTHÅISÅLARGER

THANÅ��LN�.	ÅTHEÅESTIMATORSÅAREÅNOTÅCONSISTENT�ÅÅ"RILLINGERÅANDÅ2OSENBLATTÅ ������BÅPP�Å���
�	ÅSHOWÅTHAT

THEÅ DATAÅ SHOULDÅ BEÅ PRE
FILTEREDÅ PRIORÅ TOÅ ESTIMATIONÅ TOÅ ELIMINATEÅ BIAS�Å WHICHÅ MIGHTÅ LEADÅ TOÅ SPURIOUS

REJECTIONÅOFÅTHEÅNULLÅOFÅLINEARITYÅORÅ'AUSSIANITY�
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4HESEÅESTIMATORSÅAREÅUSEDÅTOÅCONSTRUCTÅTHEÅTESTÅSTATISTIC�ÅÅ,ETÅ ,
ˆ

n mX ÅBEÅDEFINEDÅAS

,

ˆ ˆ( , ) ( , )ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

X n m X n m
n m

X n X m X n m X n X m X n m

B f f B f fK
X N

LP f P f P f f P f P f P f f
δ= =

+ +
� ���	

!LLÅOFÅTHEÅTESTSÅUSEDÅINÅTHISÅPAPERÅDERIVEÅFROMÅTHEÅASYMPTOTICÅDISTRIBUTIONÅOFÅ ,
ˆ

n mX �ÅÅ(INICHÅ�����	ÅPROVED

THATÅ THEÅ ESTIMATORS 2
,

ˆ2 | |n mX Å AREÅ ASYMPTOTICALLYÅ DISTRIBUTEDÅ ASÅ INDEPENDENTÅ NON
CENTRALÅ CHI
SQUARED

RANDOMÅVARIABLES�Å 2 2
, ,

ˆ2 | | ~ (2, )n m n mX χ λ �ÅWITHÅNON
CENTRALITYÅPARAMETERÅ 2
, 2( ) ( , )n m X n mN f fλ δ= Γ ���

'AUSSIANITYÅANDÅ4IMEÅ2EVERSIBILITY

4HEÅNULLÅHYPOTHESISÅ FORÅ THEÅ'AUSSIANITYÅ TESTÅ ISÅ 0 : ( , ) 0, ,XH f g f g DΓ = ∀ ∈ �Å Å5NDERÅ THEÅ NULL�

2
, 2( ) ( , )n m X n mN f fλ δ= Γ �Å�Å ANDÅ 2

,
ˆ2 | |n m

n m

X∑∑ ISÅ ASYMPTOTICALLYÅ DISTRIBUTEDÅ 2 (2 ,0)Pχ Å �THEÅ SUMMATIONS

AREÅOVERÅNÅANDÅMÅSUCHÅTHATÅ ( , )n mf f D∈ �ÅANDÅ0ÅISÅTHEÅNUMBERÅOFÅSUCHÅPAIRS	���ÅÅ4HEÅNULLÅHYPOTHESISÅIS

REJECTEDÅIFÅ 2
,

ˆ2 | |n m
n m

X∑∑ ISÅLARGEÅRELATIVEÅTO 2 (2 ,0)Pχ �

4HEÅBISPECTRUMÅCANÅBEÅWRITTENÅUSINGÅTHEÅ%ULERÅRELATIONÅASÅFOLLOWS�

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) cos(2 2 ) ( , )sin(2 2 )X XXX XXXB f g c f g i c f g
τ τ τ τ

τ τ π τ π τ τ τ π τ π τ
∞ ∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞ =−∞

= + + +∑ ∑ ∑ ∑ � ���	

)FÅTHEÅTIMEÅSERIESÅISÅTIMEÅREVERSIBLE�ÅSUCHÅTHATÅ 1 2 1 2( , ) ( , )XXX XXXc cτ τ τ τ= − − �ÅTHENÅTHEÅSECONDÅSUMMATIONÅWILL

BEÅIDENTICALLYÅZERO�ÅÅ4HEREFORE�ÅTIMEÅREVERSIBILITYÅIMPLIESÅTHATÅTHEÅBISPECTRUMÅISÅREALÅVALUED�Å��ÅÅ(INICHÅAND

2OTHMANÅ �����	Å PROVEDÅ THATÅ 2
,

ˆ2 | Im |n m
n m

X∑∑ Å ISÅ ASYMPTOTICALLYÅ DISTRIBUTEDÅ 2 ( ,0)Pχ Å UNDERÅ THEÅ NULL

0 : Im ( , ) 0, ,XH B f g f g D= ∀ ∈ �Å4HEÅNULLÅHYPOTHESISÅOFÅTIMEÅREVERSIBILITYÅISÅREJECTEDÅIFÅ 2
,

ˆ2 | Im |n m
n m

X∑∑

ISÅLARGEÅRELATIVEÅTOÅ 2 ( ,0)Pχ �ÅÅ3IMILARLY�Å 2
,

ˆ2 | Re |n m
n m

X∑∑ ÅISÅASYMPTOTICALLYÅDISTRIBUTEDÅ 2 ( ,0)Pχ ÅUNDERÅTHE

NULLÅHYPOTHESISÅ 0 : Re ( , ) 0, ,XH B f g f g D= ∀ ∈ �

,INEARITY

4HEÅNULLÅ HYPOTHESISÅ FORÅ THEÅ LINEARITYÅ TESTÅ ISÅ 0 : ( , ) ,XH f g k f g DΓ = ∀ ∈ �ÅWHEREÅ KÅ ISÅ AÅ CONSTANT�

5NDERÅ THEÅNULL�Å THEÅESTIMATORSÅ 2
,

ˆ2 | |n mX ÅAREÅASYMPTOTICALLYÅDISTRIBUTEDÅASÅ0Å INDEPENDENTÅDRAWSÅ FROMÅA

NON
CENTRALÅCHI
SQUAREÅDISTRIBUTIONÅ 2
0(2, )χ λ �ÅANDÅTHEÅNON
CENTRALITYÅPARAMETER�Å 0λ �Å CANÅBEÅCONSISTENTLY
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ESTIMATEDÅBYÅ 2
0 ,
ˆ ˆ2 (| | / ) 2n m

n m

X Pλ = −∑∑ �ÅÅ)FÅTHEÅSEQUENCEÅISÅNON
LINEARÅTHENÅTHEÅ ,n mλ ÅAREÅNOTÅCONSTANTÅFOR

ALLÅ �N�Å M	Å PAIRS�Å ANDÅ THEÅ SAMPLEÅ DISPERSIONÅ OFÅ 2
,

ˆ2 | |n mX Å SHOULDÅ EXCEEDÅ THATÅ EXPECTEDÅ UNDERÅ THE

HYPOTHESIZEDÅ DISTRIBUTION�Å Å 4HEÅ DISPERSIONÅ CANÅ BEÅ MEASUREDÅ USINGÅ THEÅ QUANTILESÅ OFÅ THEÅ EMPIRICAL

DISTRIBUTION�ÅÅ,ETÅ ˆ
ρξ ÅBEÅTHEÅ (100 )%ρ ÅQUANTILEÅOFÅTHEÅEMPIRICALÅDISTRIBUTIONÅOFÅ 2

,
ˆ2 | |n mX �ÅWHEREÅ 0 1ρ< < �

)TÅCANÅBEÅSHOWNÅTHATÅ ˆ
ρξ Å ISÅ ASYMPTOTICALLYÅ DISTRIBUTEDÅ 2( , )N ρ ρξ σ �ÅWHEREÅ 2

2

(1 )

( )Pf
ρ

ρ

ρ ρσ
ξ

−= ���Å Å4HEÅ STATISTIC

ˆ( ) /Zρ ρ ρ ρξ ξ σ≡ − ÅISÅ (0,1)N ÅUNDERÅTHEÅNULLÅHYPOTHESIS�ÅÅ7EÅCONSIDERÅTESTSÅBASEDÅONÅ ρ Å�Å���Å���Å���Å���Å���

ANDÅ���ÅÅ,INEARITYÅISÅREJECTEDÅIFÅ\ Zρ \ÅISÅLARGEÅRELATIVEÅTOÅ.����	�

!SHLEY�Å (INICH�Å ANDÅ0ATTERSONÅ �����	Å SHOWÅ THATÅ THEÅ (INICHÅ NON
LINEARITYÅ TESTÅ HASÅ SUBSTANTIAL

POWERÅAGAINSTÅSEVERALÅCOMMONLYÅESTIMATEDÅNON
LINEARÅMODELS�ÅSUCHÅASÅBI
LINEARÅMODELS�ÅNON
LINEARÅMOVING

AVERAGEÅMODELS�ÅANDÅTHRESHOLDÅAUTOREGRESSIONÅMODELS���ÅÅ.EVERTHELESS�ÅTHEÅCONSERVATISMÅOFÅTHEÅ(INICHÅTEST

HASÅBEENÅREFLECTEDÅINÅEMPIRICALÅSTUDIES�ÅÅ"ARNETT�Å'ALLANT�Å(INICH�Å*UNGEILGES�Å+APLAN�ÅANDÅ*ENSENÅ�����	

FINDÅTHATÅTHEÅ(INICHÅTESTÅWASÅMUCHÅLESSÅLIKELYÅTOÅREJECTÅITSÅNULLÅTHANÅOTHERÅCOMPETINGÅTESTS�Å SUCHÅASÅ THE

"ROCK�Å$ECHERT�Å3CHEINKMAN�ÅANDÅ,E"ARONÅ�����	ÅTEST�ÅANDÅTHEÅ+APLANÅ�����	ÅTEST�
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%NDÅ.OTES

�Å!ÅLINEARÅSTOCHASTICÅPROCESSÅISÅDEFINEDÅASÅTHEÅOUTPUTÅOFÅAÅTIMEÅINVARIANTÅLINEARÅFILTERÅAPPLIEDÅTOÅAÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENTÅINPUT

PROCESS�
�Å3EE�ÅFORÅEXAMPLE�Å+ING�Å0LOSSER�Å3TOCK�ÅANDÅ7ATSONÅ�����	�ÅANDÅ,EEPER�Å3IMS�ÅANDÅ:HAÅ�����	�
�Å&ORÅEXAMPLE�Å+INGÅANDÅ7ATSONÅ�����ÅPP�Å��
��	ÅSTUDYÅTHEÅBUSINESSÅCYCLEÅCOVARIABILITYÅOFÅVARIOUSÅMACROECONOMICÅTIMEÅSERIESÅAFTER

FIRSTÅREMOVINGÅALLÅFREQUENCIESÅOUTSIDEÅOFÅTHEÅBUSINESSÅCYCLEÅRANGE�
�Å3EEÅ0RIESTLYÅ�����	ÅFORÅFURTHERÅDISCUSSIONÅOFÅTHESEÅPOINTS�
�Å4HEÅBISPECTRUM�ÅWHICHÅISÅTHEÅDOUBLEÅ&OURIERÅTRANSFORMÅOFÅTHEÅTHIRD
ORDERÅCUMULANTÅFUNCTION�ÅWILLÅNOTÅEXISTÅ IFÅTHEÅPROCESSÅISÅNON


STATIONARY�ÅÅ4HEÅFIRSTÅUSEÅOFÅTHEÅBISPECTRUMÅINÅECONOMICSÅWASÅBYÅ-�Å$�Å'ODFREYÅ�����	�
�Å!ÅSETÅOFÅTESTSÅFORÅNON
LINEARÅDYNAMICSÅHAVEÅBEENÅUSEDÅAPPLIEDÅTOÅECONOMICÅDATA�ÅÅ"ARNETTÅETÅALÅ�����A�ÅB�ÅC�Å����	ÅAPPLYÅSOMEÅOFÅTHE

MOSTÅWIDELYÅUSEDÅTESTSÅTOÅREALÅANDÅSIMULATEDÅDATA�
�Å)NTEGRATEDÅTIMEÅSERIESÅAREÅDOMINATEDÅBYÅAÅMARTINGALEÅTERM�ÅANDÅPROVIDEÅAÅMODELÅFORÅTIMEÅSERIESÅTHATÅAREÅSUBJECTÅTOÅPERMANENT

SHOCKS�ÅÅ)FÅTWOÅTIMEÅSERIESÅAREÅDOMINATEDÅBYÅTHEÅSAMEÅMARTINGALEÅTHENÅAÅPARTICULARÅLINEARÅCOMBINATIONÅOFÅTHEMÅISÅSTATIONARY�ÅAND

THEYÅAREÅCO
INTEGRATED�
�Å3EEÅ+ING�Å0LOSSER�Å3TOCK�ÅANDÅ7ATSONÅ������Å����	�Å-IYAOÅ�����	�ÅANDÅ&RIEDMANÅANDÅ+UTTNERÅ�����	ÅFORÅEXAMPLES�
�Å4HEÅ7OLDÅDECOMPOSITIONÅTHEOREMÅPROVESÅTHATÅTHEÅSTATIONARYÅLINEARÅCOMBINATIONÅCANÅBEÅREPRESENTEDÅASÅTHEÅOUTPUTÅOFÅAÅMOVING

AVERAGEÅFILTERÅAPPLIEDÅTOÅUNCORRELATEDÅWHITEÅNOISEÅINPUT�ÅÅ4HEÅPROCESSÅMAYÅNEVERTHELESSÅBEÅNON
LINEARÅBECAUSEÅTHEÅUNCORRELATEDÅINPUT

PROCESSÅMAYÅNOTÅBEÅSTOCHASTICALLYÅINDEPENDENT�
��Å,OWERINGÅTHEÅSAMPLINGÅRATEÅOFÅAÅDISCRETEÅPROCESSÅALSOÅCAUSEÅALIASING�
��Å3EEÅALSO�Å!SHLEYÅANDÅ0ATTERSONÅ�����	�Å3CHEINKMANÅANDÅ,E"ARONÅ�����	�ÅANDÅ"ROCKETT�Å(INICH�ÅANDÅ0ATTERSONÅ�����	�
��Å4HEÅASSUMPTIONSÅOFÅREALÅANDÅMEANÅZEROÅCANÅBEÅRELAXED�ÅSEEÅ(INICHÅANDÅ-ESSERÅ�����	�
��Å#UMULANTSÅANDÅMOMENTSÅAREÅEQUIVALENTÅUPÅTOÅTHEÅTHIRD
ORDER�ÅÅ4HISÅISÅNOTÅTRUEÅFORÅHIGHERÅORDERS�
��Å4HISÅISÅAÅCONSEQUENCEÅOFÅTHEÅ7OLDÅDECOMPOSITIONÅTHEOREM�ÅÅ3EEÅ"ROCKWELLÅANDÅ$AVISÅ�����	ÅANDÅ%NGLEÅANDÅ'RANGERÅ�����	�
��Å3EEÅ(INICHÅ�����	ÅANDÅ(INICHÅANDÅ0ATTERSONÅ�����	�ÅÅ3EEÅALSOÅ0RIESTLEYÅ������ÅPP�Å��
��	ÅFORÅRELATEDÅDISCUSSION�
��Å4HEÅOPERATIONÅ\Å\ÅDENOTESÅCOMPLEXÅMODULUS�
��Å&ORÅDETAILSÅONÅ6OLTERRAÅREPRESENTATIONS�ÅSEEÅ3CHETZENÅ������Å����	ÅANDÅ2UGHÅ�����	�
��Å-OREÅCOMPLETEÅDISCUSSIONSÅONÅHIGHERÅORDERÅPOLYSPECTRAÅCANÅBEÅFOUNDÅINÅ.IKIASÅANDÅ2AGHUVEERÅ �����	�Å-ENDELÅ �����	�Å"RILLINGER

ANDÅ2OSENBLATTÅ�����ÅA�ÅB	�ÅANDÅ"RILLINGERÅ�����	�
��Å4HROUGHOUTÅTHEÅPAPER�ÅFREQUENCIESÅAREÅMEASUREDÅINÅUNITSÅOFÅINVERSEÅTIME�ÅÅ-ULTIPLYINGÅTHESEÅFREQUENCIESÅBYÅ �Q ÅCONVERTSÅTHEMÅTO

RADIANÅMEASURE�
��Å4HISÅREGIONÅISÅCALLEDÅTHEÅPRINCIPALÅDOMAIN�ÅÅ3EEÅ(INICHÅANDÅ-ESSERÅ�����	�
��Å3EEÅ.IKIASÅANDÅ2AGHUVEERÅ�����	�ÅÅ4HEÅ
ÅNOTATIONÅDENOTESÅTHEÅCOMPLEXÅCONJUGATEÅOPERATION�
��Å4HISÅRESULTÅISÅDUEÅTOÅ"RILLINGERÅ�����	�
��Å3EEÅALSOÅ(INICHÅANDÅ0ATTERSONÅ�����B�Å����	ÅANDÅ!SHLEY�Å(INICH�ÅANDÅ0ATTERSONÅ�����	�
��Å4HEÅ(INICHÅTESTÅISÅBASEDÅONÅTHEÅFACTÅTHATÅINDEPENDENTÅSEQUENCESÅHAVEÅAÅCONSTANTÅBISPECTRUM�ÅÅ)NÅFACT�ÅINDEPENDENTÅSEQUENCESÅHAVE

CONSTANTÅPOLYSPECTRAÅOFÅALLÅORDERS�ÅÅ4HUS�ÅDEPENDENCEÅCANÅBEÅREFLECTEDÅINÅANYÅOFÅTHEÅHIGHER
ORDERÅPOLYSPECTRA�ÅANDÅSOMEÅDEPENDENT

SEQUENCESÅHAVEÅCONSTANTÅBISPECTRUM�Å7EÅCOULDÅDESIGNÅTESTSÅBASEDÅONÅHIGHER
ORDERÅPOLYSPECTRA�ÅBUTÅMOSTÅECONOMICÅTIMEÅSERIESÅAREÅNOT

LONGÅENOUGHÅFORÅCONSISTENTÅESTIMATIONÅOFÅEVENÅTHEÅFOURTH
ORDERÅPOLYSPECTRUM�
��Å3EEÅ%NGLEÅANDÅ'RANGERÅ �����	Å FORÅPROPERTIESÅOFÅ INTEGRATEDÅPROCESSES�Å Å&ISHERÅANDÅ3EATERÅ �����	ÅDISCUSSÅ THEÅCONNECTIONÅBETWEEN

INTEGRATIONÅANDÅNEUTRALITYÅANDÅSUPERÅNEUTRALITYÅHYPOTHESES�
��Å3EEÅ$AVIDSONÅ������ÅPP�Å���
���	ÅANDÅ(ALLÅANDÅ(EYDEÅ������ÅPP�Å���	�
��Å4HEÅREPRESENTATIONÅTHEOREMÅREQUIRESÅMIXINGALEÅASSUMPTIONSÅONÅTHEÅSTATIONARYÅSEQUENCE�ÅSEEÅ$AVIDSONÅ������ÅPP�Å���
���	�ÅÅ(ALL

ANDÅ(EYDEÅALSOÅREQUIREÅ
�

\ \% 8 �d �
��Å%NGLEÅANDÅ'RANGERÅ�����	ÅADDÅTHEÅCONDITIONÅTHATÅTHEÅ STATIONARYÅMOVINGÅAVERAGEÅ REPRESENTATIONÅOFÅ THEÅ FIRSTÅDIFFERENCE�ÅOBTAINED

FROMÅTHEÅ7OLDÅDECOMPOSITION�ÅBEÅINVERTIBLE�
��Å3EEÅ"IERENSÅ�����	�ÅÅ4HEÅOPERATORÅ ∆ ÅISÅTHEÅSTANDARDÅDIFFERENCEÅOPERATOR�
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��Å 4HISÅ DECOMPOSITIONÅ ISÅ VALIDÅ BECAUSEÅ VECTORÅ MARTINGALEÅ DIFFERENCESÅ AREÅ SERIALLYÅ UNCORRELATEDÅ ANDÅ HAVEÅ POSITIVEÅ SEMI
DEFINITE

COVARIANCEÅMATRICES�

��Å4HISÅISÅBECAUSEÅ
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��Å4HEÅORTHOGONALÅCOMPLEMENTÅHASÅTHEÅPROPERTYÅ �
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?
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��Å)NÅTHEÅABSENCEÅOFÅCO
INTEGRATION�ÅTHEÅTWOÅTRANSFORMATIONSÅAREÅEQUIVALENT�ÅÅ)FÅRÅ�Å��ÅTHENÅ C
?
ISÅFULLÅRANKÅANDÅCANÅBEÅTAKENÅASÅTHE

IDENTITYÅMATRIX�
��Å)TÅISÅPOSSIBLEÅTHATÅAÅLINEARÅCOMBINATIONÅOFÅNON
LINEARÅPROCESSESÅCOULDÅBEÅLINEAR�ÅBUTÅTHISÅWOULDÅNOTÅHOLDÅINÅGENERAL�
��Å&ORÅEXAMPLE�ÅTHEÅPROCESSÅRESULTINGÅFROMÅTHEÅEXAMPLEÅPRESENTEDÅWILLÅNOTÅBEÅSTATIONARY�ÅBUTÅWILLÅINSTEADÅBEHAVEÅLIKEÅAÅUNITÅROOT

PROCESSÅWHENÅNEARÅITSÅMEAN�ÅÅ'RANGERÅ�����	ÅGIVESÅCONDITIONSÅUNDERÅWHICHÅF�Z	ÅISÅSTATIONARY�
��Å3EEÅ(INICHÅANDÅ0ATTERSONÅ�����A	ÅFORÅAÅMETHODÅOFÅESTIMATINGÅTHEÅCOEFFICIENTSÅOFÅAÅQUADRATICÅNON
LINEARÅPROCESS�
��Å4HEÅFEDERALÅFUNDSÅRATEÅANDÅTHEÅCOMMERCIALÅPAPERÅRATEÅAREÅAVAILABLEÅFROMÅTHEÅ&EDERALÅ2ESERVEÅ"OARDjSÅWEBSITE�ÅÅ4HEÅCOMMERCIAL

PAPERÅRATEÅSERIESÅWASÅDISCONTINUEDÅINÅ!UGUSTÅ�����ÅÅ2ICHARDÅ!NDERSONÅOFÅTHEÅ&EDERALÅ2ESERVEÅ"ANKÅOFÅ3T�Å,OUISÅPROVIDEDÅUSÅWITHÅTHE

SECONDARYÅMARKETÅRATEÅONÅONE
MONTHÅTREASURYÅBILLS�
��Å4HEÅFILTERINGÅPROCEDUREÅISÅSIMILARÅTOÅTHEÅFIVEÅDAYÅUNWEIGHTEDÅAVERAGESÅSUGGESTEDÅBYÅTHEÅ"OARDÅOFÅ'OVERNORS�ÅBUT�ÅWEÅWOULDÅARGUE�

ISÅSUPERIORÅFORÅOURÅPURPOSES�
��Å3EEÅFORÅEXAMPLEÅ3TOCKÅANDÅ7ATSONÅ�����	�Å&RIEDMANÅANDÅ+UTTNERÅ�����	�ÅANDÅ+ING�Å0LOSSER�Å3TOCK�ÅANDÅ7ATSONÅ�����	�
��Å3EEÅ&ULLERÅ�����	�Å3AIDÅANDÅ$ICKEYÅ�����	�ÅANDÅ3AIDÅ�����	�ÅÅ4HEÅLAGÅLENGTH�ÅP�ÅISÅCHOSENÅBYÅTHEÅFORMULAÅ ����� 	P N� �
��Å3EEÅ0HILLIPSÅANDÅ0ERRONÅ�����	�ÅÅ4HEÅTRUNCATIONÅLAGÅFORÅTHEÅ.EWEY
7ESTÅESTIMATORÅISÅ ����� 	P N� �
��Å3EEÅ+WAITKOWSKI�Å0HILLIPS�Å3CHMIDT�ÅANDÅ3HINÅ�����	�ÅÅ4HEÅTRUNCATIONÅLAGÅFORÅTHEÅ.EWEY
7ESTÅESTIMATORÅISÅ ����� 	P N� �
��Å!SHLEY�Å0ATTERSON�ÅANDÅ(INICHÅ�����	ÅFOUNDÅTHATÅONE
TAILEDÅTESTSÅMAYÅFAILÅTOÅDETECTÅCERTAINÅTYPESÅOFÅNON
LINEARITYÅTHATÅWOULDÅBE

DETECTEDÅBYÅTWO
TAILEDÅVERSIONSÅOFÅTHEÅTESTS�
��Å7EÅ COMPUTEDÅ VARIOUSÅ INFORMATIONÅ CRITERIAÅ FORÅ THEÅ6%#-�Å Å4HEÅ 3CHWARTZÅ CRITERIAÅ INDICATEDÅ AÅ LAGÅ LENGTHÅ OFÅ �Å ANDÅ THEÅ !KAIKE

CRITERIONÅINDICATEDÅAÅLENGTHÅOFÅ���ÅÅ5SINGÅTHESEÅASÅAÅRANGEÅOFÅMODELSÅTOÅCONSIDER�ÅWEÅCHOSEÅTOÅESTIMATEÅTHEÅMODELÅWITHÅPÅ�Å�ÅONÅTHE

BASISÅTHATÅTHISÅMODELÅWASÅFAIRLYÅPARSIMONIOUSÅANDÅPASSEDÅTESTSÅFORÅABSENCEÅOFÅFIRSTÅANDÅFOURTHÅORDERÅAUTO
CORRELATION�
��Å 4HEÅ BASISÅ FORÅ THEÅ CO
INTEGRATIONÅ SPACEÅ HASÅ BEENÅ TRANSFORMEDÅ INTOÅ AÅ BASISÅ WITHÅ ONEÅ ZEROÅ INÅ EACHÅ VECTOR�Å Å 3INCEÅ ANYÅ LINEAR

COMBINATIONÅOFÅCO
INTEGRATIONÅVECTORSÅ ISÅAÅCO
INTEGRATIONÅVECTORÅ THISÅDOESÅNOTÅCHANGEÅANYÅOFÅOURÅ ANALYSIS�Å Å4HEÅ FORMÅ OFÅ THEÅ BASIS

REPORTEDÅINÅTHEÅTEXTÅISÅEASIERÅTOÅUNDERSTANDÅTHANÅTHEÅUNTRANSFORMEDÅBASIS�ÅÅ4HEÅCONSTANTÅTHATÅISÅSUBTRACTEDÅFROMÅTHEÅCO
INTEGRATION

RELATIONSÅISÅTHEÅESTIMATEDÅRESTRICTEDÅCONSTANT�
��Å4HESEÅTESTSÅAREÅ ���	D �ÅÅ4HEÅVALUESÅOFÅTHEÅTESTÅSTATISTICSÅAREÅ����ÅANDÅ�����ÅRESPECTIVELY�
��Å4HESEÅTESTSÅAREÅ ���	D �ÅÅ&ORÅTHEÅ����
����ÅSUB
SAMPLEÅTHEÅTESTÅSTATISTICÅISÅ����Å�P
VALUEÅOFÅ��	ÅANDÅFORÅTHEÅ����
����ÅSUB
SAMPLEÅTHE

TESTÅSTATISTICÅISÅ���Å�P
VALUEÅOFÅ���	�
��Å3EEÅ"ARNETT�Å-EDIO�ÅANDÅ3ERLETISÅ������ÅPP�Å��	ÅFORÅDISCUSSIONÅOFÅTHISÅISSUE�
��Å)FÅTHEÅLASTÅFRAMEÅISÅINCOMPLETE�ÅITÅISÅDROPPEDÅFROMÅTHEÅCALCULATIONÅOFÅTHEÅESTIMATOR�
��Å4HISÅESTIMATORÅISÅDESCRIBEDÅINÅ7ELCHÅ�����	ÅANDÅ'ROVESÅANDÅ(ANNANÅ�����	�ÅÅ+AYÅANDÅ-ARPLEÅ�����	ÅDISCUSSÅVARIOUSÅMETHODSÅOF

POWERÅSPECTRALÅESTIMATION�ÅÅ7EÅEMPLOYÅAÅTRAPEZOIDALÅDATAÅTAPER�ÅWHICHÅLEADSÅTOÅMINORÅMODIFICATIONSÅOFÅTHESEÅFORMULAS�
��Å4HISÅESTIMATORÅISÅDESCRIBEDÅINÅ(INICHÅANDÅ-ESSERÅ�����	�
��Å4HEÅRESOLUTIONÅ BANDWIDTHÅ ISÅ THEÅAPPROXIMATEÅ SPACINGÅBETWEENÅ INDEPENDENTÅ POWERÅ SPECTRALÅ ESTIMATES�Å SEEÅ+OOPMANSÅ ������Å PP�

���	�
��Å+OOPMANSÅ�����	ÅCALLEDÅTHISÅTRADEOFFÅTHEÅ'RENANDERÅUNCERTAINTYÅPRINCIPLE�
��Å4HEÅPROOFÅFOLLOWSÅFROMÅTHEÅFACTÅTHATÅTHEÅ

�

e

M N
8 AREÅASYMPTOTICALLYÅINDEPENDENTLYÅNORMAL�

��Å4HISÅISÅTRUEÅBECAUSEÅ �
�

e\ \
M N

8 AREÅASYMPTOTICALLYÅINDEPENDENT�
��Å4HEÅIMAGINARYÅPARTÅOFÅALLÅPOLYSPECTRAÅISÅZEROÅIFÅTHEÅSEQUENCEÅISÅTIMEÅREVERSIBLE�ÅSEEÅ"RILLINGERÅANDÅ2OSENBLATTÅ�����A	�
��Å3EEÅ$AVIDÅ�����	Å4HEOREMÅ����
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��Å!SÅ NOTEDÅ INÅ.IKIASÅ ANDÅ 2AGHUVEERÅ �����	�Å THEÅ BISPECTRUMÅ CANÅ BEÅ PARTICULARLYÅ USEFULÅ INÅ IDENTIFYINGÅ QUADRATICÅ PHASEÅ COUPLING�

RESULTINGÅFROMÅINTERACTIONÅBETWEENÅTWOÅHARMONICÅCOMPONENTSÅATÅTHEIRÅSUMÅAND�ORÅDIFFERENCEÅFREQUENCIES�
��Å3EEÅ+OOPMANSÅ������ÅPP�Å��
��	�
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